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Résumeé

Cet article étudie un cas de décomposition naturelle de pléthysme. On travaille dans la catégorie
des foncteurs entre espaces vectoriels sur un corps prépiddne décomposition de laiéme
puissance symétriqu’ o B est établie pour tout fonctelt prenant ses valeurs dans les algebres
p-booléennes, c'est-a-dire dans les algebres dont le produit vérifie= x. L'enveloppe injective
du foncteur identité est un exemple d’'un tel fonctdurOn applique ce résultat a des calculs de
cohomologie des foncteurs qui apparaissent dans I'étude de la cohomologie des espaces d’Eilenberg—
Mac Lane.
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Abstract

Composite functors’ splittings. A case of natural decomposition of plethysm is studied. We work
within the category of functors between vector spaces over a primeffjel@he symmetric power
S$" o B of a functorB is shown to split wherB takesp-boolean algebras values—these are algebras
whose product satisfie? = x. The injective envelope of the identity functor takes such values. This
is applied to functor cohomology computations, which are relevant to the study of the cohomology
of Eilenberg—Mac Lane spaces.
0 2005 Elsevier Inc. All rights reserved.

Keywords:Functor categories; Taylor functors; Symmetric powers; Ext-groups

Adresse e-mailtroesch@math.jussieu.fr.

0021-8693/$ — see front mattér 2005 Elsevier Inc. All rights reserved.
doi:10.1016/j.jalgebra.2005.05.001



222 A. Troesch / Journal of Algebra 290 (2005) 221-249

Introduction

Soit p un nombre premier. On notela catégorie des espaces vectorielﬁlé,uretgf la
catégorie des espaces vectoriels finis. $oi& catégorie des foncteurs dé danse. Sont
par exemple des objets d&le foncteur d’inclusion de&/ dans€, noté Id, les puissances
tensoriellesT” (V) = V®", les puissances symétriqus’s (quotient deT” par I'action du
groupe symétriqu&,, par permutation des facteurs), les puissances diviséémvariants
de cette action), les puissances extérieuréset le foncteurly,,, défini par

Ie,(V)=TF) .

Ce dernier foncteur est injectif [16, lemme 5.3.1], et s'étjt=F , ® I]F_p, oUI]F_p estl'en-
veloppe injective detl. Un autre exemple d’objet d& est le foncteuss?”, limite directe

du systémQSph — SPIIH);,}O, la fleche étant le morphisme de Frobenlus> X?.
Soit F € F. On définitAF € F par

AF(V)=Ker(F(V®F,) — F(V)).

On dit queF est dedegré d’Eilenberg—Mac Lanau plusn si A”T1F = 0. Un foncteur est
polynomials’il est de degré fini ; il esinalytiques’il est limite directe de ses sous-foncteurs
polynomiaux. On note, (F) (niémefoncteur de Taylode F) le plus grand sous-foncteur
de F de degré au plus. Ainsi, si F est analytiqueF est la limite directe de ses foncteurs
de Taylor. On obtient donc une filtratidn, (F)),en de F, appelédiltration de Taylor

Soit B un objet deF. On dit que ce foncteur egt-booléens’il est muni d’'un produit
naturel vérifiantx” = x. L'objet principal de cet article est de montrer que la filtration
de Taylor de la puissance symétrigse se scinde aprés composition (a droite) par un
foncteur p-booléenB (théoréme 3 et corollaire 7). On montre aussi gu’il en est de méme
de la filtration de Taylor du foncteuﬁ (théoréme 4 et corollaire 9). L'existence de tels
scindements avait été signalée par J. Smith.

__Lefoncteurlr, étantp-booléen, cela fournit des décompositionssde Ir, et delr, o

I, Cette derniere décomposition apparait dans des travaux de Richter [15, théoréme 7.1],
basés sur des résultats de Pirashvili [13]. Le présent article, qui n'utilise pas la technologie
de Pirashvili [13], étend donc le résultat de Richter a une classe plus vaste de foncteurs.

Un autre exemple est?” . Ce foncteur n'est pag-booléen, car, si son produit (dé-
duit du produit de I'algébre symétrique) est commutatif et vérifie= x, en revanche, il
n'est pas associatif. Cependafit,” (V) est unealgébre & niveau(c'est-a-dire vérifiant
(xy)(zt) = (xz)(yt) pour p = 2, et une relation similaire faisant intervepif termes pour
p > 2). Cette propriété, plus faible que I'associativité, suffit pour obtenir les décomposi-
tions ci-dessus. Ainsi, on obtient des décompositionS’deSPm et deIFp o SP~.

La motivation essentielle de I'étude des scindements ci-dessus est I'application a des
calculs d’extensions dans la catégafie notamment des extensions ;xrd, S o S™),
apparaissant dans I'étude de la cohomologie des espaces d’Eilenberg—Macvibane,
I'équivalence entre la catégorie des foncteurs analytiques et une catégorie quotient de la
catégorie des modules instables sur I'algébre de Steenrod ([10], [16, théoréme 5.2.6]).
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Des premiers pas vers ce résultat ont été accomplis (a des fins différentes) par Breen
[3, théoréme 1.3], puis Franjou, Lannes et Schwartz [8, théoréme 6.6 et corollaire 7.4],
qui déterminent E)@(Fl, S™), et par Franjou, Friedlander, Scorichenko et Suslin [7, théo-
remes 5.8 et 6.3] qui déterminent E&E”, ™). L'auteur s’est déja intéressé a des exten-
sions faisant intervenir des compositions, en déterminant les group;SIE‘xtS" o 8§™),
en caractéristique 2 [17-19]. Ce résultat a été obtenu ultérieurement par d’autres méthodes
par Betley [1] et par Fresse.

Pour généraliser ce calcul a des puissances divisées plus élevées, la connaissance des
extensions E)@(Fd, S"ol) et Ext_i;:(l“d, S" 0 §P7) s'avére trés utile. Les décompositions
obtenues dans cet article aident sans doute a obtenir ces extensions, ainsi que le montrent
les quelgues exemples développés a la fin de I'article : elles permettent par exemple de
calculer tres rapidement les groupes d’extensions-Hgt S” o B), Ext-(Id, 527 o B)
et Ext}(ld, Ig, o B), généralisant ainsi le calcul de Betley [2] de gfdti S" o I). On
présente également quelques résultats concernap(E%tAm olp,).

L'article se découpe comme suit.

(1) Dans une premiere partie, on détermine les foncteurs de Taylr, éeleurs quotients
successifs, en vue d’'obtenir une expression explicite de la décompositinode.

(2) On donne ensuite quelques définitions et conventions d’écriture concerngorides
teurs booléens

(3) La troisieme partie est consacrée a la démonstration de la décompositiinde
(théoréme 3).

(4) On démontre ensuite le scindementideo B (théoreme 4). Cette démonstration est
indépendante de la partie précédente.

(5) La derniere partie est consacrée a des applications aux calculs d’extensiofts dans

1. Foncteurs de Taylor deS”

Pour déterminer les foncteurs de TaylorSfe(théoréme 2), on utilise la notion ¢er-
titions p-adiquesd’un entier. Des propriétés combinatoires de ces objets ont été étudiées
par Sellers, Gupta, ou encore, plus récemment, Latapy [11]. On énonce, pour commencer
cette partie, quelques définitions et résultats élémentaires a ce sujet.

Soit n un entier positif. On rappelle qu'une partition deest une suite décroissante
d’entiers positifs ou nuls. = (;),>1 telle queZ@OAi = n. Seul un nombre fini de
termes est non nul. On écrira alots= (A1, ..., A¢), ou il est implicite quer; # 0. Un
raffinement de. = (1, ..., A¢) est une partitioru telle qu’on retrouve la partition en
regroupant convenablement les partgdec’est une partitionw = (i1, .. ., wm) telle qu'il
existe une partitioii/s, . . ., I;) de 'ensembld1l, ..., m} vérifiant pour toutj € {1, ..., k}:

Y o Hi=hj.

IEIj

On définit un ordre sur 'ensemble des partitions:dge la maniere suivantey: < u si et
seulement sit est un raffinement de.
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Définition 1. Unepartition p-adique(ou p-aire) den est une partition de dont les parts
sont des puissances ge

L'ordre défini ci-dessus induit par restriction un ordre sur I'ensemble des partitions
p-adique. Plus explicitemerit < u si et seulement sic est obtenu de. en répétant
I'opération consistant & diviser une des partsen p parts p'~1. On trouvera dans [11,
théoréme 1] une preuve du théoréme suivant :

Théoréme 1. L’ensemble partiellement ordonné des partitigradiques forme un treillis
associatif.

En particulier, étant donne deux partitiopsadiquesk et u, il existe toujours un mini-
mum min(i, ), et un maximum mag, i ). Le minimum ainsi obtenu est egalement le
minimum dans I'ensemble de toutes les partitiona de

Proposition 1. SiA et u sont des partitiong-adiques de:, et six est une partition de
quelconque telle que < A etk < i, alorsk < min(A, ). Ainsi, le minimum dans I'en-
semble de toutes les partitions de deux partitiprasdiques existe, et est égal au minimum
dans I'ensemble des partitionsadiques.

Démonstration. Pour une partition quelconquede n, on définit la partitionp-adique

(k ), obtenue en décomposant toutes les parts selon leur développgradigue. Par
exemple, sip = 2, la part(7) va étre coupée et + 2 + 1). Par définitionx < (k).

Par ailleurs,(« ), est la plus petite partitiop-adique vérifiant cette inégalité. Ainsi, si
k< Aetk <p,alors(k), <A et(k), < pu. Par conséquent, ces inégalités s'écrivant
dans I'ensemble des partitiopsadiques, on en déduit que< (k ), <mMin(A, ). O

Remarquons maintenant qu’étant donnée une partitiadique), toutes les parts sont
congrues a 1 modulp — 1. Ainsi, n, égal a la somme des parts, est congru au nombre de
parts modulgp — 1, c’est-a-dire a la longueur de la partition. On en déduit :

Proposition 2. SoitA et deux partitionsp-adiques de: de longueurs respectivésetm,
telles quer < p.

- Sim—{¢<p—1 alorsm={etL=p.
— Sim — ¢ = p —1, alors il n’existe pas de partitiop-adiquex telle quer <k < .
— Sim — ¢ > p —1, alors il existe une partitiopp-adiquex telle quer < x < .

Autrement dit, toute chaine maximale d’inégalités est une chaine d'inégalités de hauteur
p — 1 (la hauteur étant la différence des longueurs

Définition 2. SoitA = (A1 > --- > A¢) une partitionp-adique de I'entierz. On désigne

parS(i1,...,A¢) ouS(L), le sous-foncteur d§"” engendré par les éléments de la forme

A1 Ao
xl -..xg .
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Proposition 3. Soitey, ..., e; une base d& . La famille constituée des éIémeaiér .. eZ"’

pour toutd-uplet (n1, ..., ny) d'entiers positifs ou nuls de sommeforme une base de
S"(V). On obtient une base d&(A)(V) en considérant le sous-ensemble de cette base
constitué des éléments tels que la partiti@n, . .., ny} (ni p-adique, ni ordonnéesoit
raffinée pari.

Soit A une partitionp-adique den. On désigne pak . I'ensemble des partitionp-
adiques de: strictement inférieures &

De méme,. 5, désigne 'ensemble des partitiopsadiques de: inférieures ou égalesia
Les propositions 1 et 3 montrent directement la propaosition suivante.

Proposition 4. Soit A et 1 deux partitionsp-adiques den. Alors S(p) C S(1) si et
seulement sic < A. Ainsi, S(n) & S(1) sietseulementgi € A .

Proposition 5. Soit et u deux partitionsp-adiques dex. Alors
S(A)NS(pu)= S(min(&,ﬁ)).

Démonstration. Comme les bases d&( ) et de S(w) données dans la proposition 3
sont des sous-ensembles d’une méme basg& den obtient une base d&( )N S(A)

en prenant l'intersection. Sait* - - ¢ un élément de cette intersection. Comme c’est un
élément de la base d& ) ), on a, d'aprés la proposition 3,

{n1,....,ng} <A
De la méme maniére,
{nl,...,nd}ég.
Par conséquent, on obtient, gréace a la proposition 1 ;
{n1,...,na} <min(i, p),
puis
ert-eil € S(min(&,&)).

Celamontre I'inclusior§(1)NS(w) C S(min(, 1)). Linclusion réciproque est évidente
par la proposition 4, du fait que min, 1) <A etmin(i, p) <p. O

Comme rappelé dans l'introduction, on dispose d#hsl’'une notion de degré, et
de foncteurs de Taylor,(F). On dit qu'un foncteurF de degrén est homogénesi
t,—1(F) = 0. Tout foncteur simple est homogéne, en particulier :
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— la puissance extérieurt” ;

— la puissance symetrique reduif(V) = " (V)/(x” = 0) (pour la simplicite de ce
foncteur, voir Carlisle et Kuhn [4] ; on peut aussi le montrer directement). Notons que
sip=2,5,=A".

Etant donné uris + 1)-uplet (v, ..., vs), on désignera pas,(v) le produit tensoriel
Sp(v) =8 ®--®S,. Si p=2, puisqueSs = A*, on écrira indifféremmens(v) ou

A(v).

Théoréme 2. La filtration de Taylor du foncteus” est donnée par
m(S")= > S,

la somme étant prise sur les partitiopsadiques de: de longueurt < m. Les quotients
successifs de cette filtration sant

w(S) (s = D S,

v=(vp,...,Vs)
vo+--+vs=m

V0P0+-~+UJP5 =n

Exemple 1. Le foncteurs,(S") est égal 8(1, ..., 1) = S”. Le foncteurr1(S") (n = p")
est égal &(p") = S*.

Soit A une partitionp-adique de:. On notev; (1) le nombre de parts de taill¢’ dans
la partition. On désigne par(A) la suite

v(x) = (v2(2), ..., v5(R)).
Dans cette écriture, il est implicite qué est la plus grande part de La sommevg(A) +
-+ +v3(X) est le nombre total de parts de Inversement, étant donné une suite-
(vo, ..., vs) telle qued_v;p' =n, on désigne pak(v) la partition p-adique constituée

pour touti dev; parts de taillep’.

Démonstration du théoréme 2 premiére parti¢. Soitz,, (S") le plus grand sous-foncteur
de " de degré au plus, et soitz,, (5") le sous-foncteur d&” défini par

1, (8") = Z S(M).
e<m

Il s’agit de montrer que/, (S") est égal &,,(S").
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Soit A une partitionp-adique dez, etv = v(1). Alors S(1) est 'image du morphisme
a:S"0®--- QS — S" défini par

p° p*
d(Xo® - ®X)=XL - X!, )

ol X; est un élément d§" (V). On en déduit en particulier I'existence d’'un morphisme
surjectif S ® --- ® S — S(1). Le degré d’Eilenberg—Mac Lane d&° ® - -- ® S*s est
égal avg + - - - + vy, Cc'est-a-dire a la longueur de la partitianAinsi, pour toute partition
p-adiquex de longueur, degS(1) < £. En particulier, le degré dg, (") est au plusn,
d'out,(S") Ct,(S"). O

Lemme 1. SoitA une partitionp-adique de:. Alors

S/ 3 Sy =5,(u(2)).

HEA

Démonstration. On notei = (A1, ..., ¢) €tv(L) = (v1,..., vs). Soita le morphisme
surjectif S ® - .- ® S — S(A) défini en (1). Si la classe d¥; est nulle dan§,‘;", alors
X; = xPY; (plus exactement, est une somme de tels éléments) et

s

0 i1 a1 i it
a(Xo®:++®X)=Xg -+ X[y x ¥ X[ X7

Soit u la partition p-adique dex telle que
v, Sij#i,i+1,
vj(&)zivi—p, sij=i,
vip1+1, sij=i+1

On déduit de ce qui précede queXo ® --- ® X;) estun élément d&(u )(V). On a évi-
demmenfu < A. Le morphismex passe donc au quotient et définit un morphisme surjectif
(qu’on note aussk) :

w:Sp @Sy =51/ 3 s, )
per.

Ce morphisme est aussi injectif. En effet, 96itin espace vectoriel de basg. .., e,.
On obtient une base dg; en considérant les éléments™ - .- ¢, avecn; ; < p pour

touti, j, etzj ni j =Vj. Soit

N

® ni1 o Mid
€ €q
i=1

un élément de la base ainsi obtenueSgéy ). L'image de cet élément parest

Yoniap! Yniap'
e " e 3)
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Ceci est un élément de la base §ig.) décrite dans la proposition 3. Or, on quotiente
par un sous-espace qui admet comme base un sous-ensemble de cette base. Il suffit donc,
pour montrer I'injectivité dex, de montrer que I'élément (3) n'est pas un élément de ce
sous-ensemble.

D’aprés les propositions 1 et 3, on obtient une bas§@e (V) en considérant la fa-
mille d’élémentse}* - - €/ pour toutes les partition@1, ..., ny) telles que

(n1,...,ng)p <A

(notation définie dans la démonstration de la proposition 1). On observe@ye.si , ng)
est la partition définie par; =), n; ; p', alors

n1,....n4)p = A,

car tous les entiers; ; sont strictement plus petits qye Cela achéve la démonstra-
tion. O

Corollaire 1. Soit) une partitionp-adique den de longueurn. Alors S() est de degré
exactement:, et

tm-1S(A)= Y S(p).

WEL

Démonstration. Le lemme 1 permet d’obtenir une suite exacte courte

0— Z S(r) = S(x) = Sp(v(2)) > 0.

nei.

Le terme de gauche est inclus daf)s ,(S"), donc dans,,_1(S"), d’apres la premiére
partie de la démonstration du théoreme 2. Il est donc de degré amphus. Comme le
terme de droite est de degré le degré deS( ) est alors exactement. De plus, le terme
de droite eshomogénden tant que produit tensoriel de foncteurs simples) de degré
Par conséquent, il n’existe pas de plus grand sous-foncteur derdegfédeS(1) que le
terme de gauche, et ce dernier est donc égalaS(A). O

Démonstration du théoréme Zdeuxieéme partle Pour montrer que, (S™) =1,,(S"), on
fait une récurrence décroissante surPourm = n, t,,(S") = S" = 1,(S"). Supposons que
t' (S") =t (S"). Alors

tn-1(5") = -1 (5)) = tm-2(1,(5")):

Or gréce au corollaire 1, on montre facilement gue; (,, (S")) =1, _,(S"), ce qui achéve
la récurrence.
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Pour terminer, on calcule les quotients. Il est évident que

rm(S")/tm_l(S")=( > S(A)) /tm_1( > S(A)).

A=(A1,eihm) A=(A1,eihm)

Ici, les partitions sont exactement de longueurll suffit donc de montrer que gi et 1
sont deux partitiong-adiques distinctes de de longueur commune, alors

() +8(1)) /tm-1(S(2) + S(1)) = (S(1)/tm—15(1)) & (S()/tm-1S ().
Cela provient du fait qu&(i) N S(w) est contenu dang,-1(S(1) + S(w)), d'apres le
lemme 5, cai et ne sont pas comparables entre eux
2. Foncteurs booléens

Soit B un foncteur deF muni d’un produit associatif et commutatif

u:B x B— B.

Le produity définit pour tout entiek > 1 un morphisme, également ngtéde B dansaB.
On noteA* : B — BF |a diagonale d&8 dansBX.

Définition 3. Le foncteurB est dit p-booléen(ou simplemenbooléen si la composition
P
B 25 Br . B estlidentité deB. Autrement ditx” = x pour toutx € B(V).

Voici quelques exemples importants de foncteurs booléens.
Exemple 2.Linjectif standard/y (V) = IE‘})’ est un foncteur booléen pour le produit
p(V)(@,0":V* > Fo) > (Vi f eV > &(f)D'(f)).

Exemple 3. Soit B un foncteur booléen de produit Alors I'" o B est encore un foncteur
booléen, pour le produit défini par

1@ Qxp, Y1+ Q@ yn) > n(x1, y1) ® -+ - & (X, yn)-
Par itération/ ™1 o --- o I'™ o B est un foncteur booléen.

Exemple 4.Le foncteurS?™ est un foncteur en algébres commutatives pour le produit
induit par celui de I'algébre symétrique. Pour ce produit, la relatiba= x est vérifiée.

Mais ce produit n’est pas associatif. Ce n’est donc pas un foncteur booléen. En revanche,
si p = 2, il vérifie la relation(xy)(zt) = (xz)(yt) définissant les algébres a niveau. On
dira que c’est urfoncteur & niveau booléei p > 2, on peut considéres”” comme un



230 A. Troesch / Journal of Algebra 290 (2005) 221-249

foncteur en algébres-aires (dont le produit est une opératipraire, déduit du produip-

aire de l'algebre symétrique). Ce produit n’est pas forcément égal a l'itération du produit
binaire. Il vérifiex” = x, ainsi qu’une relation »? termes similaire a celle obtenue pour

p = 2 :on peut intervertir tout couple de termes apparaissant dans deux blocs distincts de
p termes. On dira qus”™ est unfoncteur & niveaw-booléen On vérifiera aisément que

les résultats de cet article, donnés pour des foncteurs booléens, sont encore valables pour
les foncteurs a niveap-booléens.

Dans la suite de cet article, on considérera le fonc$8urB. Il y aura donc en jeu deux
produits :

— le produit interne &, de B®2 dansB,
— le produit de I'algébre symétrique, &2 = (S ® $1) o B dansS?o B.

Afin de bien distinguer ces deux produits, on introduit quelques notations.

Notation 1.

— Pourx ety dansB(V), on noterax * y le produitu(x, y), par opposition au produit
dans l'algébre symétrique, naté y ouxy.

— L'écriturexy - - - x,, désigneratoujours le produiins I'algébre symétriqueesy; . Pour
désigner le produit danB, on écriraxy * - - - * x;,.

— Etant donnée une famille= (x;);c; d’éléments deB(V), et un sous-ensemble fini
de J, on notex; I'élément deB(V) obtenu comme produit internei&ades éléments
(x)ic1. Cette notation s’oppose a la notatiop désignant I'élément d&!/l(B(V))
obtenu comme produit dans I'algebre symétrique des élénents; .

— Etant donnée une famillE = {4, ..., I;} de sous-ensembles de on notexy I'élé-
ment(x;"l)uﬂ ..... (x;ﬁe)”ﬂ_

— La puissancéiéme par rapport & d’un élémentx sera notée**, par opposition a la
puissancé&iéme dans I'algébre symétrique, notée

Dans ce qui suitB désigne un foncteur booléen.

3. Décomposition deS” o B

On montre ici qu'aprés composition (a droite) par un foncteur bookda filtration
(t,,(S™)) est scindée. Plus précisément :

Théoreme 3. Soit B un foncteur booléen et soit = (A1 > --- > Ay) une partition
p-adique den. L'inclusioni(A):S(1) o B — §" o B est une inclusion directe.

Nous montrerons ce théoréme a la fin de la présente section. Auparavant, nous introdui-
sons quelques notations et lemmes.
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Notation 2. SoitA = (A1, ..., A¢) une partitionp-adique de:. On définit

®(r):S"oB— S(L)oB
w30 () e () @

{1, dm}

ou la somme est prise sur les partitidds, ..., I;} de{l,...,n} telles quell;| = A;. On
noterax(y,,....7,; le monéme de la somme ci-dessus correspondant a la paftition. , Z,}.

Dans les exemples 5 et 6, on suppose gue2.
Exemple 5. @ (2, 1) (x1x2x3) = (x1 % x2)%x3 + (x1 % x3)%x2 + (x2 % x3)x1.

Le morphisme® (1) n'est en général pas un scindement de I'inclusion), ainsi que
le montre I'exemple 6.

Exemple 6. @ (2,1,1) 0i(2, 1, 1) (x2x2x3) = x2x2x3 + (x2 % x3)%x2.

Dans cet exemple, il apparait un terme perturbategix xg)zx:lz_. Ce terme est un élé-
ment deS(2, 2) o B. Dans ce cas, on peut corriger I'expression obtenue en rajoutant I'image
de x]2_x2x3 par le morphismed (2, 2). Ainsi, ®(2,1,1) + @ (2, 2) est un scindement de
i(2,1,1).

Dans le cas général, on ne parvient pas a constexpbcitemente scindement recher-
ché sous la forme d’'une somme de ces applicatibridne telle construction est cependant
possible dans certains cas particuliers, par exemple pour la partjidh. .., 1). Cet
exemple joue un réle important dans la démonstration du théoréme 3.

Proposition 6. Soit(p, 1, ..., 1) la partition p-adique de: constituée d'une part de taille
p et den — p parts de taillel. Le foncteurS(p, 1,...,1) o B est un facteur direct de
S" o B.

Démonstration. Soit y”x; - - - x,—, un élément générateur d¢p, 1, ..., 1) o B(V). Soit
((p)"(l)”‘l’k) la partition p-adique de: composée dé — 1 parts de taillep et den — p*
parts de taille 1. On désigne ply le plus grand entier tel que - ko < n — p. Un calcul
direct montre que la somme alternée

ko+1 )
Y =D te((pfr )
k=1

est un scindement de l'inclusion dép,1,...,1)o BdansS" o B. O

Corollaire 2. Le foncteurSf7 o B est un facteur direct d§” o B.
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Démonstration. Aprés composition a droite pd, la suite exacte courte
0—S(p,1,....,H)—> 8" — SZ—)O
se scinde d’aprées la proposition 6, ce qui entraine le corollaire.

Soit A = (A1,...,A¢) €t u = (u1,..., uy) deux partitionsp-adiques den. Soit
xytx™ un élément générateur d 1 ). On note(J1, ..., J,,) la partition de I'en-
semble{l, ..., n} définie par

Ji={ilpr+-+pj 1 +1<i<pur+- 4+ ujh

Lj

On definit y1,...,y, pary; = x; sii € J;. En particulier,y;, = x; ,etyr-oy, =

il

Lemme 2. Avec les notations ci-dessus, I'imagexdg - - - x;,” par ® (1) est

l
@(&)(x]/fl“.x’{’/;m): Z H(y;;))\i’
{I1,....I;}i=1

ol la somme est prise sur les partitiof¥s, ..., Iy} de{d, ..., n} telles que

— pourtouti € {1,..., ¢}, |I;| =A;;
— pourtouti € {1,..., ¢} ettoutj € {1,...,m}, soitf; C J;, soitJ; C I,.

Avant de démontrer ce lemme, voyons-en quelques conséquences.
Corollaire 3. L'image dex}*---x,," par @ (1) est donnée par
w1 Kj Ai
P (K xm) = Y ( IT - TI 01 )
{I,. I} N j13i, L CU; i13j, J; G
la somme étant prise sur les mémes partitions que dans le [@nme

Démonstration. D’aprés le lemme 2,
A A
S R ol ) I V
{I,...Ie} Nil3j, iCJj i13j, 4, ¢ I
ol la somme est prise sur les partitions décrites dans le lemme 2. Mais di;, alors

x x| *A
yp =X =x"
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Commex*P = x et ; est une puissance gg il en résulte quq}‘i = x;. Par consequent,
le premier produit s’écrit

[T o= T1 == I «" =

i3j, LcJ; il3j, cJ; VEIN A f
Corollaire 4. SoitA = (A1, ..., Ax) une partitionp-adique de:. Alors

dﬁ(&)(xil-nx,’}k)=xi‘1-~-x2" mod Z S(pn)oB.
HEA

Démonstration. On utilise le corollaire 3 dans le cas at= . Dans ce cas, la partition
{J1,..., J,,} fait partie des indices de sommation, et le terme correspondant de la somme
estxﬁl-uxj“. Soit {I1, ..., I;} un autre indice de la somme. L'égalité du corollaire 3
montre que le terme correspondant dans la somme estEggE,> S(w) o B. En effet,

Soitk la partition contenant : -

— les parts.; pour tout; tel qu'il existei tel quel; C J;,
— les parts\; pour touti tel qu'il existe j tel queJ; & I;. Dans ce cas,

=Y ©)

JjlJ;Cl;

On est dans la deuxiéme situation pour au moins un indicea somme (5) contient pour
tout tel indicei au moins deux termes. Par conséquent, la partitiest raffinéestrictement
par 1. On termine en remarquant que le mondmg, ... ;,; (notation 2) est contenu dans
S(k)oB. O

Corollaire 5. SoitA et u deux partitionsp-adiques de:. Alors
D(1)(S(pw)oB) CS()oBNS(A)oB=S(mMin(A,p))oB.

Démonstration. Soity; -y, = xj*---x;" un élément d&S(u) o B(V) comme dans le
lemme 2. Son image pab (1) est contenue dans(min(i, u)) o B(V). En effet, pour
les mémes raisons que pour le corollaire 4, pour toute parfffion. ., I;} de {1, ..., n}
telle que dans le lemme 2, le monémg,, . 7,; est contenu danS(« ) pour une certaine
partition p-adique de: vérifiant & la foisc < A etk < u, ce qui montre l'inclusion. O

Démonstration du lemme 2. Soit Part)) I'ensemble des partitionel) = {13, ..., Iy}
de I'ensembldl, ..., n} telles quell;| = A;. Le groupe symétriqu,, agit (a droite) sur
Par{ ) ). En effet, soitr une permutation dar,,. Pour un sous-ensemhle= {i1, ..., it}
de{l,...,n}, on définit 'ensembld® par

1°={o7t,....o o)}
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Etant donnée une partitiofi) = {I1, ..., Iy} de 'ensembldd, ..., n}, on définit la parti-
tion (19) par

(17)y={17.....17}.
L'action du groupe symétrique sur les partitions{dg. .., n} est alors donnée par
(D -o=(I).

Soit (I) = {I1, ..., I;} un élément de Part), etz,...,z, des éléments d8(V).
Alors, si Stalg/) désigne le stabilisateur dé) sous I'action de5,,, ®(A)(z1---z,) est
donné par

P = Y. zae). (6)

0,/ Stall)

Ici z(joy désigne le mon(”)m(zj,‘a)k1 e (z}ﬂ,)“, conformément a la notation 1.
1 4

Avec les notations du lemme, supposons qu'il existej (qu’on se fixe une fois pour
toutes) tels qud; U J; & I;, J;. On doit montrer que

Y, vun=0 )

0e&,/Stalll)
35,1, 19N, CIC, J;

On suppose que tous lessont discernables deux a deux (méme si en tant qu’éléments de
B(V), ils sont égaux), sauf les élemefits | s € J;}. Sous cette convention, le nombre de
termes égaux & dans la somme definissa@i( A )(y1 - - - y,) (tous obtenus par permuta-
tion desyy, pours € J;) est égal a

6]//(61/ ﬂStak(I)). (8)

C’est aussi le nombre de ces termes dans la somme (7), car pdjsgue ¢ [;, J; on a
aussi, pour toutr € &, I7 N J; & 17, J;. Or, on définit une inclusion

&, NStal) -5 &0, x 65,1,
par les restrictions
fo)=C(lynn,ols-1)- ©)
L'application (9) est clairement un morphisme de groupes. C’est une injection, car si
f(o) = (id, id), alors pour tout € J;, o (s) = s, et puisquer € &,,, cela implique que
o =id.

On obtient donc une chaine d'inclusions de groupes

ij N Stak(/) C ijﬂli X 6]}-71,» - 6/]-.
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On en déduit une relation sur les indices

[6]_/ | ij N Statﬂ)]
=[&sin1 x Sy;—, |6, NStAUD] - [64, | Sy;n1 x Sy, (10)

Soita le cardinal deJ; N I;. On aa # A; eta # 0. Ainsi, (S, 1 Gynp X &y, égal
au coefficient binﬁmia(kaf') est divisible parp. On en déduit que 'indicéS ;; | S(J;) N
Stal{7)], égal d’aprés (8) au nombre d’occurrences du tepmedans la somme (7) est
divisible parp. La somme de ces termes (avec la convention d’indiscernabilité, puis sans)
est donc nulle.

En raisonnant ainsi pour tous les termes susceptibles d’apparaitre dans la somme (7),

on montre que cette somme est nulley

On montre maintenant dans le cas général que chacun des termes de la décomposition
der (S") o B/1;,—1(S"™) o B donnée dans le théoréme 2 est un facteur direst'deB.

Proposition 7. Soity = (vo, ..., vs) une suite d’entiers positifs ou nuls tels qugp° +
-+« +vsp* =n. Alors il existe une inclusion directe dg (v ) o B dansS” o B.

Démonstration. Pour tout entier, on noterr (n) la projection naturelle” o B — S;’, oB
eti(n) l'inclusion S,oB— S"oB obtenue par le corollaire 2. En particulie@;) est une
inclusion directe dont (r) est une projection réciproque.

On définit dans la figure 1 une inclusiofw):S,(v) o B — S" o B et une projection
réciproque

7(v): 8" 0B — S(&)OB/ 3 S(u)oB=S,(v),

nei.

SPoB®-- @Sy 0B 43> S(2(v) 0B/ Y ey, S(m)o B

1(v0)®---®t(vs)

proj.
SWoB® ---®S5oB

() #9%--@¢° S(A(v))oB w(v)

S”OPOOB®--<®SVSVS oB
P(A(v))

proj.

Suop0+-»~+v.sps oB S"oB

Fig. 1. Inclusion directe d€,(v) o B danss” o B.
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telles quer(v)ot(v) estlidentité des, (v ). Dans la figure 1y estlisomorphisme défini
en (2), etp est le morphisme de Frobenis§o B — SP* o B.

Il suffit de vérifier que la composée Lo (v) o (v) est égale a l'identité. Pourtel
que 0< i < s, soitX; un élément deS,, o B. Alors

L()(X1® - ® Xy) =1 (1) (X0)” -1 (vs) (X))

Par conséquent, d'aprés le corollaire 4,

7(1) 0 1(V)(X1® - ® X,) = () (X0)” - L) (X)” mod > S(u)oB,
MEL

puis, d'apres la définition de,
e tom(p)ot(V)(X1® - ®X,) = 7 (00) (£ (10)(X0)) ® - -+ ®@ 7 (vy) (1 (v5) (X))
=X1® - ® X;.

La derniére égalité provient du fait que pour teut:(m) est par définition un scindement
de la projectiont(m). O

Il faut maintenant prouver que toutes les inclusions directes définies ainsi sont compa-
tibles entre elles, dans le sens ou

— elles définissent des inclusions directes

P Sp(v)oB—5"0B,

veE

pour tout ensembl& de suites = (v, ..., vs) telles qued v p' =n;
— elles induisent des inclusions directes

> S(x(v))oB— "0 B.

veE

Proposition 8. Soitm un entier, etE un ensemble de suites= (v, ..., vy) telles que
Y vip' =net) v =m.Alors le sous-foncteud, . S,(v) det,,(5")/t,,—1(S") est un
facteur direct deS”. Plus précisément

veE

ZL(B)Z@S,{R)OB—)S"OB

veE veE

est une inclusion directe.
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Démonstration. On montre que le morphisme

@n(g):S”oBa@Sp(g)oB

veE veE

est un scindement d° . «(v). Il suffit de montrer que pour et v’ dansk tels que

v#Y,
7(v)ou(v)=0.
Avec les notations de la démonstration de 7,
7(v) 0t(»)(Xo® -+ ® Xg) =7 () (L) (X0)" 0" -1 (v) (X0)""").

Par définition der ( v') (figure 1), il suffit de vérifier que I'image de |’é|émemt;1)(X0)"°po
1 (v5)(X0) P par @(A(v)) est dansZMeM!% S(p) o B, ce qui provient du corol-

laire 5 et du fait que mifL(v), A(v")) < A(V), puisquer(v) # A(V') et que le nombre
de parts de ces deux partitions est le ménte.

On en déduit immédiatement :

Corollaire 6. Pour toutm, le foncteur[z,,(S")/t,—1(S")] o B est un facteur direct de
S" o B.

Notation 3. Soit E un ensemble de partitions-adiques de:. On noteg I'inclusion

e=y (1) @ Sp(u(R)oB—S"0B,

AeE AeE

ety la projection

me=@Pm():5" 0 B— P Sy(v)oB.

veE veE

D’apres la proposition 8z est un scindement dg.. On note égalemerif; I'inclusion
évidente deZ&eE S(1) danss”.

Lemme 3. Soit E un ensemble de partitions-adiques de:. Alors g o ig est égal a la
projection naturelle

> S(1) 0B @Sy(v(2)) 0 B.

AeE AeE

La démonstration de ce lemme ne présente pas de difficulté.
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Proposition 9. Soitm un entier, etE un ensemble de partitions-adiques dex ayant
toutesm parts. Alors), ., S(A) o B est un facteur direct dé” o B. Autrement dit, il
existe une projectiopg dontix est un scindement.

Démonstration. On opeére par récurrence sut en initialisant pouvn < 0. Dans ce cas,
E estvide, et le résultat est trivial.

Supposons maintenant que le résultat est vrai pouts m, et soitE un ensemble de
partitionsp-adiques de: toutes de longueur:.. On a une suite exacte courte

tm_1<ZS(&)> 0B 3" 5(1)0B -5 @S,(v(2)oB.

AeE AeE AeE

On construit alors la projectiopg en considérant le diagramme de la figure 2. Dans
cette figurej g et pg sont obtenus par I'hypothése de récurrence au nargp + 1, en
remarquant que, d’apres la proposition 2 et le théoréme 2, le fongteuf) ", .o S(1))
s’écrit comme une certaine somme -

tm—1<ZS(A)> =Y S(w),

A€EE MEE’

ou E’ est un certain ensemble de partitignadiques de:, toutes de longueun — p + 1.
De plus,g est une projection scindée parPlus précisément,

q = PE'OIE. (12)

Puisque g oi =ig/, onabiengoi =id. Ainsi, la suite exacte définie par la ligne inférieure
est scindée, ce qui permet de construire un scindejndgata projection pr. On définit alors
PE par:

PE=Ii0opp + jomE.
S"o B

PE/ g
PE i
iE/ TE
A\
tmfl(ZAeE S(A))OB ZAEE S(A)oB

< ~

Dirce Sp(v(r))oB

Fig. 2. Construction de la projectigr .
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Par (11) et par le lemme 3, on obtient
pEoip=ioqg+ jopr=id. O

Le théoréme 3 découle immédiatement de ce qui précede, ainsi que la décomposition
suivante :

Corollaire 7. Soit B un foncteur booléen. Alors

S"oB:@tk(Sn)oB/l‘k_l(Sn)oB= @ Sp(v)o B.
k>0 v=(vQ,...,Vs)
vopP--Avs pP=n

Pour terminer cette section, on fait tendrgers+oo dans I'expressiois” o B. Autre-
ment dit, on s'intéresse $” o B.

D’aprés le théoréme 3 appliqué a la partitiom ..., p) de p"*1, le morphisme de
Frobenius induit des inclusions directs€' o B — S7"™ o B. Le foncteurs?™ o B étant
la limite directe du systéme constitué de ces inclusions, on en déduit que

S"oB=S'oBa@(S" /5" ) 0B,
n=1

et on obtient par conséquent la décomposition suivante.

Corollaire 8. Soit B un foncteur booléen. Alors

SP“oB:EB $H Sy(v)oB.

n2=0 v=(vp,...,Vs)

vo - us pP=p"
vo>0

4, Scindement deI]Fp oB
Ce qu'on note icilr,, o B est par abus de notation le foncteur limite directe du systeme
to(Ir,) o B — t1(Ir,) o B — t2(Ig,) 0 B — -+ .
On prendra garde qu’en général Bsprend des valeurs de dimension infinie,
Is, o B(V) £F5 "),

car la condition pour avoir cette égalité &tV )** = B(V). C'est vrai siB est a valeur
dans¢/, par exemple sB = I,.
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On rappelle que, (Ir,)(V) est isomorphe a
{#p:V* > Fpl3xs,....xpeVitelsquevf eV ¢(f)=f(x) - flxn)},
c’est—a—diretn(llpp) =5 ...@ $"/x? = x. Les quotients de cette filtration sont
tn(Ir,)/th-1(IF,) = S,.

Théoreme 4. Pour tout foncteur booléeR, t,1(Ig,) o B — t,(Ir,) o B est une inclusion
directe.

Corollaire 9. Soit B un foncteur booléen. Alors

I]FpoB=@SZoB.
n=>0

Remarque 1.PourB = Ir,, p = 2, on obtient le scindement de, o Iy, de B. Richter
[15, théoreme 7.1].

Démonstration du théoréme 4.Soit E/} 'ensemble des partitions dd, ..., n} enn —
(p — Da sous-ensemblgdy, ..., I,—(,—1a} tels que

Mil=---=llal=p et [lop1l="--=|l—(p-pal =1

PourZ = {11, ..., I—(p—1} Un €lément deE”, on notexz I'élément des"~(»~—De o B
défini par
xI = x;<1 .. .x;;

—(p—Da’

On note de la méme maniére son image da@®') o B, k > n — (p — D). On définit

(@ @5)oB—> (%@ ®S" ) oB—>ty_1(lr,) 0 B

par
W(x1- Xk) = X100 Xk (12)
Sik <n,et
Wlxpx) =y (=Dt Y xr. (13)
a>l T€E,

PourZ € E,, soitIp 'union des!;, poura + 1 < j <n — (p — Da. Comme pour ces
indices, le cardinal d&; est 1, on a

* * _
onHrl xln—(P—l)o( - x[0~
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Les termes de la somme (13) définiss&rgont donc de la formsej;1 . ~x}‘ax10. Dans cette
expressions, les produitssont tous pris sur des ensembles éléments.

Résultat 1. ¥ (x1 - - Xp—pxP) = U (xq-- - Xn—pX).

D’aprés (12), il suffit de vérifier que (xy - - - Xn—pxP)=x1---x,_px. Cela provient du
résultat suivant, dans lequel on a pagé, 1 ="---=x, =x.

Résultat 2. On a une égalité dan,s_l(l]pp) :

szz Z X7-Xx+ Z X7 - X. (14)

TeEy TeE, " TeE,"}

En effet, si le résultat 2 est vrai, alors

PG =Z(—1)“—1( Yo oaroxt Y xI~x>.

a>1l TeE, o221 TeEl™? IEEZ:Il’

En simplifiant cette expression, on obtient, a I'aide de I'équation (13) :

lI/(xlouxn,pxp) = Z XT X =X1-+ Xn—pX,
TeEy "

d’ou le résultat 1. L'applicatio® passe donc au quotient, et définit une application
"2 tn(I]Fp) oB— [n—l(lle) oB.

D’apres I'équation (12), il est évident que cette application est scindée par l'inclusion de
tn—1(Ir,) o B danst,(Ir,) o B, ce qui montre le théoreme 40

Démonstration du résultat 2. Soit7 = {I1, ..., I,—(p—-1«} danskE,, et Iy défini comme
dans la démonstration du théoreme 4. On note, pa&ifo, ..., o},

Aj=|1jﬁ{n—p+1,...,n}|
et
Ji=1;U{L....n—p+1).
Alors
X7 = (x*)\1 *le)-n(x*k“ *xja) XMy (15)

Les différents facteurs égauxcg(c’est-a-dire les facteurs,— 1, ..., x,) sont interchan-
geables dans cette expression (15). Donc, toutes les expressions similaires obtenues a partir



242 A. Troesch / Journal of Algebra 290 (2005) 221-249

d’'objetsZ’ de E, déduits deZ par permutation de — p + 1, ..., n donnent la méme ex-

pression (15). lly a
P\ _ P
¥ Y Mol Ag!

tels objetsZ’ donnant la méme expression (15). Ce nombre est non nul mgdalcet
seulement sitous leg sont nuls, sauf un égalja Cela signifie que lestermes i > n—p
restent groupés dans le sens ou leurs indices se retrouvent dans le méme efgemble
Deux cas peuvent alors se produire :

— soitjo =0, et dans ce cas;, = x” - xj, = x - xj,. La deuxiéme égalité provient de la
relationx? = x dansr,,,l(l]pp). On trouve la deuxiéeme moitié de la somme (14);

— S0it jo # 0. On peut supposer qyg = «. Alors x;“a = x*P = x. On trouve la premiere
moitié de la somme. O

5. Applications au calcul d’extensions en caractéristique 2

Les décompositions trouvées dans les corollaires 7, 8 et 9 se révelent particuliere-
ment intéressantes en caractéristique 2. En effet, dans ce cas, les foﬁptaom égaux
aux puissances extérieurgd. Or, par le complexe de Koszul, on parvient a relier les
extensions faisant intervenir les puissances extérieures aux extensions faisant intervenir
les puissances symétriques. On parvient ainsi a détermingn(lxt"” o B) en fonction
de Ext-(Id, B), puis de calculer Ejt(ld, Ir, o B) et Ext.(Id, S*~ o B). Ces résultats
permettent par exemple de déterminer’Exd, S” o Iy ,), et par conséquent d'éviter le
détour par Ext(Id, (52)°" o Ir,) (et donc par Ext(ld, (5%)°" o $™)) pour le calcul de
Exti-(Id, $" o §™) exposé dans [17,19].

On expose également a la fin de cette section quelques résultats concerga(m?Ext
A"olp,).

5.1. Préliminaires

On rappelle quelques outils efficaces pour calculer des groupes d’extensions dans
la catégorieF. Ces outils ont été exploités antérieurement pour le calcul des groupes
Exti-(Id, $") [8,9], Ext-(I"", ™) [7], Ext-(ld, S" o §™) [17-19], ou de divers autres
groupes d’extensions dans la catégdFigs, 14].

La base de tous les calculs cités ci-dessus est I'existence, pour tout coghtEabjets
de F (ou toute autre catégorie abélienne) et tout objet F de deux suites spectrales
I(T,C*) etll (T, C*) appelées premiére et seconde suites spectrales d’hypercohomologie,
telles que

les deux suites spectralgd’, C*) etll (T, C*) ont méme aboutissement ;
enrang 1|7 = Exti(T,C*);

enrang 2|1 ;' = Exti-(T, H'(C*)) ;

en rangr, les différentielles sont de bideg(é 1 — r).
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Ces deux suites spectrales sont obtenues en filtrant horizontalement et verticalement le
bicomplexe obtenu en appliquant HeifT", —) a une résolution injective de Cartan—
Eilenberg du complexé® [5, chapitre 17]. Par exemple, si le comple&eest acyclique,
la suite spectral&(T, C*) est d’aboutissement nul.

Le théoréme suivant a joué un réle primordial dans les calculs d’extensions :

Lemme 4 (Théoreme d’annulation de Pirashvili, [12]5i F(0) = 0 et G(0) = 0, alors
Ext-(Id, F ® G) =0.

Il existe de nombreuses preuves de ce résultat. On pourra se référer a [8].

Remarque 2. Le théoreme 4 reste vrai en remplacant Id par un foncteanlditif. Franjou
[6, proposition 1.4.2] I'a généralisé dans le cas de foncteurs non additifs. On obtient par
exemple, pouA = 1",

Ext-(I'", F ® G) = @D Exti-(I'"., F) @ Ext (I, G).
m=0

Par exemple :

- SiF(0) == F31(0) =0, alors EXt-(I", F1 ® - - ® Fpy1) =0;

— en patrticulier, si la longueur de la décompositipiadique den est strictement plus
grande que:, alors Ext-(I'", §™) =0;

— siF(0)=0=G(0), alors Ext-(I'2, F ® G) = Exti-(I'%, F)  Exti-(I', G).

Les suites spectrales d’hypercohomologie et le lemme 4 permettent d’obtenir le lemme
suivant, qui a éte crucial pour le calcul de £xid, $") [8] et Exti-(Id, " o §™) [17-19].

Lemme 5. Si F(0) = 0, alors Exti-(Id, A" o F) = Exti="(Id, §" o F).

Démonstration. Il suffit de considérer les suites spectrales d’hypercohomologie du com-
plexe de Koszul

Kot:A" - A" lest» ... 5 Al sl o (16)

composé au préalable par Comme le complexe de Koszul est acyclique (et donc aussi
le complexe K@ o F), la premiére suite spectrale a un aboutissement nul. D’aprés le théo-
réme d'annulation de Pirashvili (chacun des fonctetirs F et S/ o F sont sans terme
constant, caF' (0) = 0), seules ses colonnes Onesont non nulles, égales respectivement

a Ext-(ld, A" o F) et Ext-(Id, S" o F). Puisque I'aboutissement est nul, la différentielle
de rangn, de bidegrén, 1 — n), est une bijection entre ces deux colonnes.
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Remarque 3. Le résultat reste vrai en composant également a gauche par un fonc-
teur G, car le défaut d’exactitude de la composition & gauche disparait lorsqu’on applique
Exti-(Id, —) [18, théoréme 3.1].

Jusqu’a la fin de l'article, on suppose désormais gue- 2, et queB est un foncteur
booléersans terme constant.

5.2. Calcul deExt*(ld, S" o B)

Soitgy, m (1) = Zi>0ti -dim Exl"F(F", A™ o I, ) la série de Poincaré de I'espace vec-
toriel gradué EXt-(I™, A™ o Ir, ), et soitp?,, la série de Poincaré de Ext/™, A™ o B).
Pour simplifier, on écrirg? pourqbf1 (serie de Poincaré de Extld, B)).

Sin n'est pas une puissance de 2, Edd, S" o B) = 0, carS" est dans ce cas un
facteur direct dans un produit tensoriel. Ainsi, pour déterminef-Bgt S” o B), il suffit

de calculer Ex-(Id, 52" 5 B).

Théoréme 5. Soit B un foncteur booléen sans terme constant. On a une relation de mo-
dules a droite sur I'algebre de Yonedt’~(Id, Id) :

Exti-(1d, $2' o B) = Ext-2""1(1d, $*' o B) @ Ext-(1d, $2 " o B).

En particulier, les séries génératrices sont données:par

1
P () =12 ll_[ —a @ a0 =070 9120,

Démonstration. Le corollaire 7 donne :

Exti-(1d, 52" 0 B) = @) Exti-(1d, 4(v(1)) o B),
A

la somme étant prise sur toutes les partitions 2-adiqueés 2. Or A(v(1)) s’exprime

comme un produit tensoriel de deux foncteurs sans termes constants dés lors que toutes les
parts de. n'ont pas la méme taille, c’est-a-dire des lors queest pas égal aux partitions
constituées de”2* parts identiques de taille‘ 2D’aprés le théoréme de Pirashvili, on
obtient alors

=

Exti-(1d, 5" 0 B) = @D Exti-(1d. 42 0 B). (17)
=0

En utilisant I'égalité similaire pouSzh_l, on obtient

Exti-(Id, $2' o B) = Exti-(Id, 4%’ o B) ® Exti-(Id, $2 " o B). (18)
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On termine en appliquant le lemme 5.
Pour obtenir les séries génératrices, on constate que I'expression (18) fournit, grace au
lemme 5 une relation sur les séries génératrices :

B
¢l’2h—1(t)
t2h*1—l :

10 (1)
e IO

On conclut sachant qugy 1(r) =1. O

Proposition 10. Le module d’extensiorBxt-(Id, 2o I]F_Z) a une structure de module
triviale sur I'algebre de Yoned&xt-(ld, Id).

Démonstration. C’est évident pouk = 0, puisque E>§L(Id, Ir,) est nul sii > 0 et vaut
Fo sii = 0. Soith > 1, et supposons la proposition vraie pauf 1. Soite une extension de
Ext’-(Id, 1d), non nulle et non égale a I'identité. On veut montrer que pour toute extension

f de Ext.(ld, 2" Ir,), le produit de Yonedg - e est nul. Sif est dans EXt(ld, 52
Ir,), avecm < 0, c'est évident. Supposons que ce soit vrai pour yude degrén’ < m,

et soit f un eélément de E4(Id, §2' o Ir,). D’apres le théoréme ¥, se décompose en

f=r+r

ou f’ est un élément de E}fzh“(ld, 52" o Ir,) et f” un élément de E4x(d, g2t
Iy, ). Comme cette décomposition est compatible avec la structure de module, on a

fe=f e+ f" e

Or, f’ - e est nul d’aprés I'hypothese de la récurrence muyret f” - e est nul d’apres
I'hypothése de la récurrence urAinsi, f -e=0. O

On adapte facilement cette démonstration pour montrer le :

Théoréme 6.Soit B un foncteur booléen sans terme constant. En tant que module sur
I'algebre de Yoned&xt’-(Id, Id), on a:

Ext;-(1d, $%' o B) = Exti-(Id, B) ® Exti-(Id, $2' o I, ),
I'action de Ext’~(Id, Id) se faisant sur le premier facteur du produit tensoriel.

D'aprés I'exemple 32 ¢ - ..o ' o I, est un foncteur booléen. Grace au théoréme 5,
au lemme 5 et sa version duale (obtenue a 'aide du dual du complexe de Koszul), on en
déduit le résultat suivant, par une récurrence immédiate sur le nombre de facteurs dans la
composition.
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Corollaire 10. Le module gradudExt’-(Id, §20 5. 82 4 Ir,) est le module trivial
d’espace sous-jacent décrit par la série

h1 1 hy 1
Hl_tzi—1"'i:1_£1_,2i—1'

i=1

Remarquons pour terminer que grace aux décompositions des corollaires 8 et 9, le
théoréme 5 permet d’obtenir une description des moduIe}(I’EdgtS200 o B) et Ext-(Id,

I, o B). En particulier, lorsque = I,, la structure de module est triviale, et dans le cas
général, on obtient des égalités de modules :

Exti-(Id, $2° o B) = Exti-(Id, B) ® Exti-(Id, $2 o I, ),
Exti-(Id, Ir, o B) = Ext-(Id, B) ® Exti-(Id, Ir, o Ir,).

5.3. Calcul deExt-(I"%, A% o I, )
La premiére suite spectrale d’hypercohomologie dchqu vautenrang 1 :

—19%(I'?, Koy o I, ) = Ext(I'%, A% o I, ) ;
— 17*(I'?, K03 o I, ) = Ext-(I'2, I, ® I, ) = Exti-(I'}, I,) @ Exti-(I', Iy ) ;
— 12%(Ko3, A2 0 I, ) = EXti-(I'2, 82 0 I, ) = Exti(I'2, A% o I, ) @ EXt- (2, Ty ).

Puisque E)@(Fl, I]F_z) et Exl*T(Fz, 11F_2) sont tous deux nuls en degré strictement positif,
et valentF, en degré 0, on obtient les séries de Poincaré suivantes en rang 1 (pour le degré
total) :

— ¢2.2 pour la colonne 0;
— t pour la colonne 1;
— 12(1+ ¢.2) pour la colonne 2.

La différentielled; est concentrée sur la ligne 0. De plus, la projection de la différentielle
sur le facteur direct Eg;(FZ, Iy, ) de la colonne 2 est le morphisme induit sur Ies(]’_Ext
par le produit

Ie, ® Is, > Ir,.

On montre sans peine qu'il s’agit d’'un isomorphisme. Ainsi, en rang 2, seules les co-
lonnes 0 et 2 sont non nulles, de séries de Poincaré (pour le degrégoiadlt °¢ »
respectivement. La suite spectrale étant d’aboutissement nul (car le complexe de Koszul
est acyclique), la différentiellé est un isomorphisme entre ces deux colonnes. Par consé-
quent,s - ¢2.2(1) = ¢2.2(1), puUiS¢2,2(t) = 0. On a montré :

Proposition 11.Exti-(I"?, A?o Ig, ) = 0.
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5.4. Calcul deExti(I'2, AZ+2 o Tx,), h <k

La méthode exposée ici n'est pas la seule possible, ni forcément la plus simple. Elle a
'avantage de montrer comment utiliser le corollaire 7.
Soit A3, le complexe obtenu en prenant la partie de degme la construction Cobar
réduite deA™ :
AS AT — @ Aa > ... (A1)®m.

i+j=m
i,j>0

Par conventionA™ est en degré cohomologique 1. La cohomologieAde est S en
degrém, et 0 sinon.
Soit h # k. D'apres la remarque 2, seules les colonnes 1 et 2 de la suite spectrale

I(I"%, A%, , 5 o Ir,) sont non nulles :

1 ° -— h k .
— 1772, Ay, 0 Try) =Exte(I'%, A2 o I, ) ;

2, — . . J—
- Il *(FZ» A§h+2k o I]FZ) == @i+j:2h+2k Eth;_—(FZ, (Al ® Aj) [¢] IFz )

Or, sii # 2" eti # 2%, alors au moins un des deux indidest j n’est pas une puissance

de 2, etA' ® A/ est un facteur direct d’'un produit tensoriel de trois foncteurs sans terme
constant. Ainsi, le groupe d’extension correspondant est nul. La deuxiéme colonne est donc
égale a

12712 A% 0 Ty ) = (BXCR(I A% o Iy @ Exte (I, 47 0 I, )) ™.

De plus, le morphisme de coprodul?' 2 — 42" @ A2 est une inclusion directe (car
h # k). Ainsi, la différentielled; réalise une injection de la colonne d’'abscisse 1 dans
chacun des deux facteurs

Exti(I', A% o I, ) ® Exti ('Y, A% o I, )

de la seconde colonne. En particuligg, est injective, et la suite spectrale dégénére au
rang 2. Soity, ., la série de Poincaré de I'aboutissement de la suite spettiate A?, o
Ir, ). On obtient donc :

wz’zh_’_zk (1) = 212¢1’2h (t)(bl,Zk (t) — l‘2¢)2’2h+2k (1). (19)

La seconde suite spectrale est nulle, sauf sur sa lijreZ, sur laquelle elle est égale

enrang 2 a EXt(I"?, §2'+2° 5 I, ). En utilisant le corollaire 7 et la remarque 2, on obtient
alors:
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*,2h+2k 2 . T
15 (%, A%, 5 0 Ir, )

h i ok—i  —— —i —
- @ Ext:.(I'2, A2 Ir,) ® @ (Exti-(It, A2 Ir,)
i=0 i<h, j<k

R Ext (I, A2 oI, ).

On obtient donc a I'aboutissement :

h
h k h k
1/f2,2h+2k (t) = t2 +2 Z ¢2’2h—i+2k—i () + fz +2 E (bl,zh—i (l‘)(f)l’zk—j (1). (20)
i—0 i<h, j<k
i)

En comparant (19) et (20), et en utilisant les relations de récurrence vérifiées par les séries
¢1.21, ON Obtient :

Proposition 12. Pour touth # k, ¢ on 4ok = ¢q on Py k.

Remarque 4.La démonstration ci-dessous explique mieux la remarquable simplicité de
cet énoncé.

Soitm la multiplications?' ® $2° — §2'+2° ety la comultiplications?'+2° — 52" ®
52 dans I'algébre de Hops§*. Par un résultat classique, la composition

S2h+2k i} Szh ® S2k l) S2h+2k
est l'identité siz # k. La comultiplicationu induit donc une inclusion directe
h k h k
Exti-(I'2, 52 72) — Extr(I'%, $% ® §%).
Soit¢ un entier tel que & ¢ < k. On définit un morphismé, par la composition

Szh ® Szk L‘Z’“) Sz’uz ®S'® Sz’uz G ﬂ) Sz’te ®St® Sz’uz G

m@m
—_—

S2h ® S2k

ol tw consiste en I'échange des deux facteurs égafifx Alors,

h
M°m=2fe-
=0

Comme tous les morphismés se factorisent par un produit tensoriel de strictement plus
de deux termes non triviaux, saufési= 0, on en déduit, d’aprés la remarque 2, que I'en-
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domorphisme induit pa o m sur Ext-(I"2, 52" ® §2') est lidentité. Ainsi
2 2}1 2k 2 2h 2k 2}1 2k
Exty(I?, 877 ) =Extr(I', $° ® $° ) = Ext(Id, §7 ) ® Ext(1d, $7).

Précomposer par le fonctel?2 , OU tout autre foncteur sans terme constant, ne change rien
a l'argument ci-dessus.
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