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Résumé

Cet article étudie un cas de décomposition naturelle de pléthysme. On travaille dans la ca
des foncteurs entre espaces vectoriels sur un corps premierFp. Une décomposition de lanième
puissance symétriqueSn ◦ B est établie pour tout foncteurB prenant ses valeurs dans les algèb
p-booléennes, c’est-à-dire dans les algèbres dont le produit vérifie :xp = x. L’enveloppe injective
du foncteur identité est un exemple d’un tel foncteurB. On applique ce résultat à des calculs
cohomologie des foncteurs qui apparaissent dans l’étude de la cohomologie des espaces d’Ei
Mac Lane.
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Soitp un nombre premier. On noteE la catégorie des espaces vectoriels surFp, etEf la
catégorie des espaces vectoriels finis. SoitF la catégorie des foncteurs deEf dansE . Sont
par exemple des objets deF le foncteur d’inclusion deEf dansE , noté Id, les puissance
tensoriellesT n(V ) = V ⊗n, les puissances symétriquesSn (quotient deT n par l’action du
groupe symétriqueSn par permutation des facteurs), les puissances diviséesΓ n (invariants
de cette action), les puissances extérieuresΛn, et le foncteurIFp

, défini par

IFp
(V ) = FV ∗

p .

Ce dernier foncteur est injectif [16, lemme 5.3.1], et s’écritIFp
= Fp ⊕IFp

, oùIFp
est l’en-

veloppe injective deΛ1. Un autre exemple d’objet deF est le foncteurSp∞
, limite directe

du système(Sph → Sph+1
)h�0, la flèche étant le morphisme de FrobeniusX �→ Xp.

SoitF ∈F . On définit∆F ∈ F par

∆F(V ) = Ker
(
F(V ⊕ Fp) → F(V )

)
.

On dit queF est dedegré d’Eilenberg–Mac Laneau plusn si ∆n+1F = 0. Un foncteur es
polynomials’il est de degré fini ; il estanalytiques’il est limite directe de ses sous-foncteu
polynomiaux. On notetn(F ) (nièmefoncteur de TaylordeF ) le plus grand sous-foncteu
deF de degré au plusn. Ainsi, siF est analytique,F est la limite directe de ses foncteu
de Taylor. On obtient donc une filtration(tn(F ))n∈N deF , appeléefiltration de Taylor.

Soit B un objet deF . On dit que ce foncteur estp-booléens’il est muni d’un produit
naturel vérifiantxp = x. L’objet principal de cet article est de montrer que la filtrat
de Taylor de la puissance symétriqueSn se scinde après composition (à droite) par
foncteurp-booléenB (théorème 3 et corollaire 7). On montre aussi qu’il en est de m
de la filtration de Taylor du foncteurIFp

(théorème 4 et corollaire 9). L’existence de t
scindements avait été signalée par J. Smith.

Le foncteurIFp
étantp-booléen, cela fournit des décompositions deSn ◦ IFp

et deIFp
◦

IFp
. Cette dernière décomposition apparaît dans des travaux de Richter [15, théorèm

basés sur des résultats de Pirashvili [13]. Le présent article, qui n’utilise pas la techn
de Pirashvili [13], étend donc le résultat de Richter à une classe plus vaste de fonct

Un autre exemple estSp∞
. Ce foncteur n’est pasp-booléen, car, si son produit (d

duit du produit de l’algèbre symétrique) est commutatif et vérifiexp = x, en revanche, i
n’est pas associatif. Cependant,Sp∞

(V ) est unealgèbre à niveau, (c’est-à-dire vérifian
(xy)(zt) = (xz)(yt) pourp = 2, et une relation similaire faisant intervenirp2 termes pour
p > 2). Cette propriété, plus faible que l’associativité, suffit pour obtenir les décom
tions ci-dessus. Ainsi, on obtient des décompositions deSn ◦ Sp∞

et deIFp
◦ Sp∞

.
La motivation essentielle de l’étude des scindements ci-dessus est l’application

calculs d’extensions dans la catégorieF , notamment des extensions Ext∗
F (Γ d, Sn ◦ Sm),

apparaissant dans l’étude de la cohomologie des espaces d’Eilenberg–Mac Lavia
l’équivalence entre la catégorie des foncteurs analytiques et une catégorie quotien

catégorie des modules instables sur l’algèbre de Steenrod ([10], [16, théorème 5.2.6]).
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Des premiers pas vers ce résultat ont été accomplis (à des fins différentes) pa
[3, théorème 1.3], puis Franjou, Lannes et Schwartz [8, théorème 6.6 et corollaire
qui déterminent Ext∗F (Γ 1, Sn), et par Franjou, Friedlander, Scorichenko et Suslin [7, th
rèmes 5.8 et 6.3] qui déterminent Ext∗(Γ n,Sm). L’auteur s’est déjà intéressé à des ext
sions faisant intervenir des compositions, en déterminant les groupes Ext∗

F (Γ 1, Sn ◦ Sm),
en caractéristique 2 [17–19]. Ce résultat a été obtenu ultérieurement par d’autres m
par Betley [1] et par Fresse.

Pour généraliser ce calcul à des puissances divisées plus élevées, la connaiss
extensions Ext∗F (Γ d, Sn ◦ I ) et Ext∗F (Γ d, Sn ◦Sp∞

) s’avère très utile. Les décompositio
obtenues dans cet article aident sans doute à obtenir ces extensions, ainsi que le m
les quelques exemples développés à la fin de l’article : elles permettent par exem
calculer très rapidement les groupes d’extensions Ext∗

F (Id, Sn ◦ B), Ext∗F (Id, S2∞ ◦ B)

et Ext∗F (Id, IFp
◦ B), généralisant ainsi le calcul de Betley [2] de Ext∗

F (Id, Sn ◦ I ). On
présente également quelques résultats concernant Ext∗

F (Γ 2,Λm ◦ IFp
).

L’article se découpe comme suit.

(1) Dans une première partie, on détermine les foncteurs de Taylor deSn, et leurs quotients
successifs, en vue d’obtenir une expression explicite de la décomposition deSn ◦ B.

(2) On donne ensuite quelques définitions et conventions d’écriture concernant lefonc-
teurs booléens.

(3) La troisième partie est consacrée à la démonstration de la décomposition deSn ◦ B

(théorème 3).
(4) On démontre ensuite le scindement deIFp

◦ B (théorème 4). Cette démonstration
indépendante de la partie précédente.

(5) La dernière partie est consacrée à des applications aux calculs d’extensions daF .

1. Foncteurs de Taylor deSn

Pour déterminer les foncteurs de Taylor deSn (théorème 2), on utilise la notion depar-
titions p-adiquesd’un entier. Des propriétés combinatoires de ces objets ont été étu
par Sellers, Gupta, ou encore, plus récemment, Latapy [11]. On énonce, pour com
cette partie, quelques définitions et résultats élémentaires à ce sujet.

Soit n un entier positif. On rappelle qu’une partition den est une suite décroissan
d’entiers positifs ou nulsλ = (λi)n�1 telle que

∑
n�0 λi = n. Seul un nombre fini de

termes est non nul. On écrira alorsλ = (λ1, . . . , λ�), où il est implicite queλ� 	= 0. Un
raffinement deλ = (λ1, . . . , λ�) est une partitionµ telle qu’on retrouve la partitionλ en
regroupant convenablement les parts deµ : c’est une partitionµ = (µ1, . . . ,µm) telle qu’il
existe une partition(I1, . . . , I�) de l’ensemble{1, . . . ,m} vérifiant pour toutj ∈ {1, . . . , k} :

∑
i∈Ij

µi = λj .

On définit un ordre sur l’ensemble des partitions den de la manière suivante :λ � µ si et

seulement siµ est un raffinement deλ.
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Définition 1. Unepartition p-adique(ou p-aire) den est une partition den dont les parts
sont des puissances dep.

L’ordre défini ci-dessus induit par restriction un ordre sur l’ensemble des part
p-adique. Plus explicitementλ � µ si et seulement siµ est obtenu deλ en répétan
l’opération consistant à diviser une des partspi en p partspi−1. On trouvera dans [11
théorème 1] une preuve du théorème suivant :

Théorème 1. L’ensemble partiellement ordonné des partitionsp-adiques forme un treillis
associatif.

En particulier, étant donné deux partitionsp-adiquesλ et µ, il existe toujours un mini-
mum min( λ,µ ), et un maximum max( λ,µ ). Le minimum ainsi obtenu est également
minimum dans l’ensemble de toutes les partitions den :

Proposition 1. Si λ et µ sont des partitionsp-adiques den, et siκ est une partition den
quelconque telle queκ � λ et κ � µ, alors κ � min( λ,µ ). Ainsi, le minimum dans l’en
semble de toutes les partitions de deux partitionsp-adiques existe, et est égal au minim
dans l’ensemble des partitionsp-adiques.

Démonstration. Pour une partition quelconqueκ de n, on définit la partitionp-adique
( κ )p obtenue en décomposant toutes les parts selon leur développementp-adique. Par
exemple, sip = 2, la part(7) va être coupée en(4 + 2 + 1). Par définition,κ � ( κ )p .
Par ailleurs,( κ )p est la plus petite partitionp-adique vérifiant cette inégalité. Ainsi,
κ � λ et κ � µ, alors( κ )p � λ et ( κ )p � µ. Par conséquent, ces inégalités s’écriv
dans l’ensemble des partitionsp-adiques, on en déduit queκ � ( κ )p � min( λ,µ ). �

Remarquons maintenant qu’étant donnée une partitionp-adiqueλ, toutes les parts son
congrues à 1 modulop − 1. Ainsi, n, égal à la somme des parts, est congru au nomb
parts modulop − 1, c’est-à-dire à la longueur de la partition. On en déduit :

Proposition 2. Soitλ etµ deux partitionsp-adiques den de longueurs respectives� etm,
telles queλ � µ.

– Sim − � < p − 1, alorsm = � etλ = µ.
– Sim − � = p − 1, alors il n’existe pas de partitionp-adiqueκ telle queλ < κ < µ.
– Sim − � > p − 1, alors il existe une partitionp-adiqueκ telle queλ < κ < µ.

Autrement dit, toute chaîne maximale d’inégalités est une chaîne d’inégalités de h
p − 1 (la hauteur étant la différence des longueurs).

Définition 2. Soit λ = (λ1 � · · · � λ�) une partitionp-adique de l’entiern. On désigne
parS(λ1, . . . , λ�) ou S(λ ), le sous-foncteur deSn engendré par les éléments de la for

λ1 λ�
x1 · · ·x� .
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Proposition 3. Soite1, . . . , ed une base deV . La famille constituée des élémentse
n1
1 · · · end

d

pour toutd-uplet (n1, . . . , nd) d’entiers positifs ou nuls de sommen forme une base d
Sn(V ). On obtient une base deS(λ )(V ) en considérant le sous-ensemble de cette b
constitué des éléments tels que la partition{n1, . . . , nd} (ni p-adique, ni ordonnée) soit
raffinée parλ.

Soit λ une partitionp-adique den. On désigne parλ> l’ensemble des partitionsp-
adiques den strictement inférieures àλ :

λ> = {µ | λ > µ}.
De même,λ� désigne l’ensemble des partitionsp-adiques den inférieures ou égales àλ.

Les propositions 1 et 3 montrent directement la proposition suivante.

Proposition 4. Soit λ et µ deux partitionsp-adiques den. Alors S(µ) ⊂ S(λ ) si et
seulement siµ � λ. Ainsi,S(µ) � S(λ ) si et seulement siµ ∈ λ>.

Proposition 5. Soitλ etµ deux partitionsp-adiques den. Alors

S(λ ) ∩ S(µ) = S
(
min( λ,µ )

)
.

Démonstration. Comme les bases deS(λ ) et deS(µ) données dans la proposition
sont des sous-ensembles d’une même base deSn, on obtient une base deS(µ) ∩ S(λ )

en prenant l’intersection. Soiten1
1 · · · end

d un élément de cette intersection. Comme c’es
élément de la base deS(λ ), on a, d’après la proposition 3,

{n1, . . . , nd} � λ.

De la même manière,

{n1, . . . , nd} � µ.

Par conséquent, on obtient, grâce à la proposition 1 :

{n1, . . . , nd} � min( λ,µ ),

puis

e
n1
1 · · · end

d ∈ S
(
min( λ,µ )

)
.

Cela montre l’inclusionS(λ )∩S(µ) ⊂ S(min( λ,µ )). L’inclusion réciproque est évident
par la proposition 4, du fait que min( λ,µ ) � λ et min( λ,µ ) � µ. �

Comme rappelé dans l’introduction, on dispose dansF d’une notion de degré, e
de foncteurs de Taylortn(F ). On dit qu’un foncteurF de degrén est homogènesi

tn−1(F ) = 0. Tout foncteur simple est homogène, en particulier :
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– la puissance extérieureΛn ;
– la puissance symétrique réduiteSn

p(V ) = Sn(V )/(xp = 0) (pour la simplicité de ce
foncteur, voir Carlisle et Kuhn [4] ; on peut aussi le montrer directement). Noton
si p = 2, Sn

p = Λn.

Étant donné un(s + 1)-uplet (ν0, . . . , νs), on désignera parSp( ν ) le produit tensorie
Sp( ν ) = S

ν0
p ⊗ · · · ⊗ S

νs
p . Si p = 2, puisqueSk

2 = Λk , on écrira indifféremmentS2( ν ) ou
Λ(ν ).

Théorème 2. La filtration de Taylor du foncteurSn est donnée par

tm
(
Sn

) =
∑

λ=(λ1,...,λ�)

S(λ ),

la somme étant prise sur les partitionsp-adiques den de longueur� � m. Les quotients
successifs de cette filtration sont:

tm
(
Sn

)/
tm−1

(
Sn

) =
⊕

ν=(ν0,...,νs )
ν0+···+νs=m

ν0p
0+···+νsp

s=n

Sp( ν ).

Exemple 1. Le foncteurtn(Sn) est égal àS(1, . . . ,1) = Sn. Le foncteurt1(Sn) (n = ph)
est égal àS(ph) = S1.

Soit λ une partitionp-adique den. On noteνi( λ ) le nombre de parts de taillepi dans
la partitionλ. On désigne parν(λ ) la suite

ν(λ ) = (
ν1( λ ), . . . , νs( λ )

)
.

Dans cette écriture, il est implicite queps est la plus grande part deλ. La sommeν0( λ ) +
· · · + νs(λ ) est le nombre total de parts deλ. Inversement, étant donné une suiteν =
(ν0, . . . , νs) telle que

∑
νip

i = n, on désigne parλ(ν ) la partitionp-adique constituée
pour touti deνi parts de taillepi .

Démonstration du théorème 2( première partie). Soittm(Sn) le plus grand sous-foncteu
deSn de degré au plusm, et soitt ′m(Sn) le sous-foncteur deSn défini par

t ′m
(
Sn

) =
∑

λ=(λ1,...,λ�)
��m

S(λ ).
Il s’agit de montrer quet ′m(Sn) est égal àtm(Sn).
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Soitλ une partitionp-adique den, etν = ν(λ ). Alors S(λ ) est l’image du morphism
α :Sν0 ⊗ · · · ⊗ Sνs → Sn défini par

α(X0 ⊗ · · · ⊗ Xs) = X
p0

0 · · ·Xps

s , (1)

où Xi est un élément deSνi (V ). On en déduit en particulier l’existence d’un morphis
surjectifSν0 ⊗ · · · ⊗ Sνs → S(λ ). Le degré d’Eilenberg–Mac Lane deSν0 ⊗ · · · ⊗ Sνs est
égal àν0 + · · · + νs , c’est-à-dire à la longueur de la partitionλ. Ainsi, pour toute partition
p-adiqueλ de longueur�, degS(λ ) � �. En particulier, le degré det ′m(Sn) est au plusm,
d’où t ′m(Sn) ⊂ tm(Sn). �
Lemme 1. Soitλ une partitionp-adique den. Alors

S(λ )
/ ∑

µ∈λ>

S(µ ) = Sp

(
ν(λ )

)
.

Démonstration. On noteλ = (λ1, . . . , λ�) et ν(λ ) = (ν1, . . . , νs). Soit α le morphisme
surjectifSν0 ⊗ · · · ⊗ Sνs → S(λ ) défini en (1). Si la classe deXi est nulle dansSνi

p , alors
Xi = xpYi (plus exactement, est une somme de tels éléments) et

α(X0 ⊗ · · · ⊗ Xs) = X
p0

0 · · ·Xpi−1

i−1 xpi+1
Y

pi

i X
pi+1

i+1 · · ·Xps

s .

Soitµ la partitionp-adique den telle que

νj (µ ) =
{

νj , si j 	= i, i + 1,

νi − p, si j = i,

νi+1 + 1, si j = i + 1.

On déduit de ce qui précède queα(X0 ⊗ · · · ⊗ Xs) est un élément deS(µ)(V ). On a évi-
demmentµ < λ. Le morphismeα passe donc au quotient et définit un morphisme surje
(qu’on note aussiα) :

α :Sν0
p ⊗ · · · ⊗ Sνs

p → S(λ )
/ ∑

µ∈λ>

S(µ ). (2)

Ce morphisme est aussi injectif. En effet, soitV un espace vectoriel de basee1, . . . , ed .
On obtient une base deSνi

p en considérant les élémentse
ni,1
1 · · · eni,d

d , avecni,j < p pour
tout i, j , et

∑
j ni,j = νi . Soit

s⊗
i=1

e
ni,1
1 · · · eni,d

d

un élément de la base ainsi obtenue deSp( ν ). L’image de cet élément parα est

∑
n pi

∑
n pi
e
i,1

1 · · · e i,d

d . (3)
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Ceci est un élément de la base deS(λ ) décrite dans la proposition 3. Or, on quotien
par un sous-espace qui admet comme base un sous-ensemble de cette base. Il su
pour montrer l’injectivité deα, de montrer que l’élément (3) n’est pas un élément d
sous-ensemble.

D’après les propositions 1 et 3, on obtient une base deS(λ )(V ) en considérant la fa
mille d’élémentsen1

1 · · · end

d pour toutes les partitions(n1, . . . , nd) telles que

(n1, . . . , nd)p � λ

(notation définie dans la démonstration de la proposition 1). On observe que si(n1, . . . , nd)

est la partition définie parnj = ∑
i ni,jp

i , alors

(n1, . . . , nd)p = λ,

car tous les entiersni,j sont strictement plus petits quep. Cela achève la démonstr
tion. �
Corollaire 1. Soitλ une partitionp-adique den de longueurm. AlorsS(λ ) est de degré
exactementm, et

tm−1S(λ ) =
∑

µ∈λ>

S(µ).

Démonstration. Le lemme 1 permet d’obtenir une suite exacte courte

0→
∑

µ∈λ>

S(µ) → S(λ ) → Sp

(
ν(λ )

) → 0.

Le terme de gauche est inclus danst ′m−1(S
n), donc danstm−1(S

n), d’après la première
partie de la démonstration du théorème 2. Il est donc de degré au plusm − 1. Comme le
terme de droite est de degrém, le degré deS(λ ) est alors exactementm. De plus, le terme
de droite esthomogène(en tant que produit tensoriel de foncteurs simples) de degrm.
Par conséquent, il n’existe pas de plus grand sous-foncteur de degrém − 1 deS(λ ) que le
terme de gauche, et ce dernier est donc égal àtm−1S(λ ). �
Démonstration du théorème 2(deuxième partie). Pour montrer quetm(Sn) = t ′m(Sn), on
fait une récurrence décroissante surm. Pourm = n, t ′n(Sn) = Sn = tn(S

n). Supposons qu
t ′m(Sn) = tm(Sn). Alors

tm−1
(
Sn

) = tm−1
(
tm

(
Sn

)) = tm−1
(
t ′m

(
Sn

))
.

Or grâce au corollaire 1, on montre facilement quetm−1(t
′
m(Sn)) = t ′m−1(S

n), ce qui achève

la récurrence.
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Pour terminer, on calcule les quotients. Il est évident que

tm
(
Sn

)/
tm−1

(
Sn

) =
( ∑

λ=(λ1,...,λm)

S(λ )

)/
tm−1

( ∑
λ=(λ1,...,λm)

S(λ )

)
.

Ici, les partitions sont exactement de longueurm. Il suffit donc de montrer que siλ et µ
sont deux partitionsp-adiques distinctes den, de longueur communem, alors

(
S(λ ) + S(µ)

)/
tm−1

(
S(λ ) + S(µ)

) = (
S(λ )/tm−1S(λ )

) ⊕ (
S(µ)/tm−1S(µ)

)
.

Cela provient du fait queS(λ ) ∩ S(µ) est contenu danstm−1(S(λ ) + S(µ)), d’après le
lemme 5, carλ etµ ne sont pas comparables entre eux.�

2. Foncteurs booléens

SoitB un foncteur deF muni d’un produit associatif et commutatif

µ :B × B → B.

Le produitµ définit pour tout entierk � 1 un morphisme, également notéµ, deBk dansB.
On note∆k :B → Bk la diagonale deB dansBk .

Définition 3. Le foncteurB est ditp-booléen(ou simplementbooléen) si la composition

B
∆p−→ Bp µ−→ B est l’identité deB. Autrement dit,xp = x pour toutx ∈ B(V ).

Voici quelques exemples importants de foncteurs booléens.

Exemple 2.L’injectif standardIFp
(V ) = FV ∗

p est un foncteur booléen pour le produit

µ(V ) :
(
Φ,Φ ′ :V ∗ → F2

) �→ (
Ψ :f ∈ V ∗ �→ Φ(f )Φ ′(f )

)
.

Exemple 3. SoitB un foncteur booléen de produitµ. Alors Γ n ◦B est encore un foncteu
booléen, pour le produit défini par

(x1 ⊗ · · · ⊗ xn, y1 ⊗ · · · ⊗ yn) �→ µ(x1, y1) ⊗ · · · ⊗ µ(xn, yn).

Par itération,Γ n1 ◦ · · · ◦ Γ nk ◦ B est un foncteur booléen.

Exemple 4.Le foncteurSp∞
est un foncteur en algèbres commutatives pour le pro

induit par celui de l’algèbre symétrique. Pour ce produit, la relationxp = x est vérifiée.
Mais ce produit n’est pas associatif. Ce n’est donc pas un foncteur booléen. En rev
si p = 2, il vérifie la relation(xy)(zt) = (xz)(yt) définissant les algèbres à niveau.

∞

dira que c’est unfoncteur à niveau booléen. Si p > 2, on peut considérerSp comme un
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foncteur en algèbresp-aires (dont le produit est une opérationp-aire, déduit du produitp-
aire de l’algèbre symétrique). Ce produit n’est pas forcément égal à l’itération du p
binaire. Il vérifiexp = x, ainsi qu’une relation àp2 termes similaire à celle obtenue po
p = 2 : on peut intervertir tout couple de termes apparaissant dans deux blocs disti
p termes. On dira queSp∞

est unfoncteur à niveaup-booléen. On vérifiera aisément qu
les résultats de cet article, donnés pour des foncteurs booléens, sont encore valab
les foncteurs à niveaup-booléens.

Dans la suite de cet article, on considérera le foncteurSn ◦B. Il y aura donc en jeu deu
produits :

– le produit interne àB, deB⊗2 dansB,
– le produit de l’algèbre symétrique, deB⊗2 = (S1 ⊗ S1) ◦ B dansS2 ◦ B.

Afin de bien distinguer ces deux produits, on introduit quelques notations.

Notation 1.

– Pourx et y dansB(V ), on noterax ∗ y le produitµ(x, y), par opposition au produ
dans l’algèbre symétrique, notéx · y ouxy.

– L’écriturex1 · · ·xn désignera toujours le produitdans l’algèbre symétriquedesxi . Pour
désigner le produit dansB, on écrirax1 ∗ · · · ∗ xn.

– Étant donnée une famillex = (xi)i∈J d’éléments deB(V ), etI un sous-ensemble fin
deJ , on notex∗

I l’élément deB(V ) obtenu comme produit interne àB des éléments
(xi)i∈I . Cette notation s’oppose à la notationxI désignant l’élément deS|I |(B(V ))

obtenu comme produit dans l’algèbre symétrique des éléments(xi)i∈I .
– Étant donnée une familleI = {I1, . . . , I�} de sous-ensembles deJ , on notexI l’élé-

ment(x∗
I1

)|I1| · · · · · (x∗
I�

)|I�|.
– La puissancekième par rapport à∗ d’un élémentx sera notéex∗k , par opposition à la

puissancekième dans l’algèbre symétrique, notéexk .

Dans ce qui suit,B désigne un foncteur booléen.

3. Décomposition deSn ◦ B

On montre ici qu’après composition (à droite) par un foncteur booléenB, la filtration
(tm(Sn)) est scindée. Plus précisément :

Théorème 3. Soit B un foncteur booléen et soitλ = (λ1 � · · · � λ�) une partition
p-adique den. L’inclusion i( λ ) :S(λ ) ◦ B → Sn ◦ B est une inclusion directe.

Nous montrerons ce théorème à la fin de la présente section. Auparavant, nous in

sons quelques notations et lemmes.
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Notation 2. Soitλ = (λ1, . . . , λ�) une partitionp-adique den. On définit

Φ(λ) :Sn ◦ B → S(λ ) ◦ B

x1 · · ·xn �→
∑

{I1,...,Im}

(
x∗
I1

)λ1 · · · (x∗
I�

)λ�, (4)

où la somme est prise sur les partitions{I1, . . . , I�} de {1, . . . , n} telles que|Ii | = λi. On
noterax{I1,...,I�} le monôme de la somme ci-dessus correspondant à la partition{I1, . . . , I�}.

Dans les exemples 5 et 6, on suppose quep = 2.

Exemple 5. Φ(2,1)(x1x2x3) = (x1 ∗ x2)
2x3 + (x1 ∗ x3)

2x2 + (x2 ∗ x3)
2x1.

Le morphismeΦ(λ) n’est en général pas un scindement de l’inclusioni( λ ), ainsi que
le montre l’exemple 6.

Exemple 6. Φ(2,1,1) ◦ i(2,1,1)(x2
1x2x3) = x2

1x2x3 + (x2 ∗ x3)
2x2

1.

Dans cet exemple, il apparaît un terme perturbateur(x2 ∗ x3)
2x2

1. Ce terme est un élé
ment deS(2,2)◦B. Dans ce cas, on peut corriger l’expression obtenue en rajoutant l’im
de x2

1x2x3 par le morphismeΦ(2,2). Ainsi, Φ(2,1,1) + Φ(2,2) est un scindement d
i(2,1,1).

Dans le cas général, on ne parvient pas à construireexplicitementle scindement reche
ché sous la forme d’une somme de ces applicationsΦ. Une telle construction est cependa
possible dans certains cas particuliers, par exemple pour la partition(p,1, . . . ,1). Cet
exemple joue un rôle important dans la démonstration du théorème 3.

Proposition 6. Soit(p,1, . . . ,1) la partition p-adique den constituée d’une part de taill
p et den − p parts de taille1. Le foncteurS(p,1, . . . ,1) ◦ B est un facteur direct de
Sn ◦ B.

Démonstration. Soitypx1 · · ·xn−p un élément générateur deS(p,1, . . . ,1) ◦ B(V ). Soit
((p)k(1)n−pk

) la partitionp-adique den composée dek − 1 parts de taillep et den − pk

parts de taille 1. On désigne park0 le plus grand entier tel quep · k0 � n − p. Un calcul
direct montre que la somme alternée

k0+1∑
k=1

(−1)k−1Φ
(
(p)k(1)n−pk )

est un scindement de l’inclusion deS(p,1, . . . ,1) ◦ B dansSn ◦ B. �

Corollaire 2. Le foncteurSn

p ◦ B est un facteur direct deSn ◦ B.
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Démonstration. Après composition à droite parB, la suite exacte courte

0→ S(p,1, . . . ,1) → Sn → Sn
p → 0

se scinde d’après la proposition 6, ce qui entraîne le corollaire.�
Soit λ = (λ1, . . . , λ�) et µ = (µ1, . . . ,µm) deux partitionsp-adiques den. Soit

x
µ1
1 · · ·xµm

m un élément générateur deS(µ). On note(J1, . . . , Jm) la partition de l’en-
semble{1, . . . , n} définie par

Jj = {i | µ1 + · · · + µj−1 + 1� i � µ1 + · · · + µj }.

On définit y1, . . . , yn par yi = xj si i ∈ Jj . En particulier,yJj
= x

µj

j , et y1 · · ·yn =
x

µ1
1 · · ·xµm

m .

Lemme 2. Avec les notations ci-dessus, l’image dex
µ1
1 · · ·xµm

m par Φ(λ) est

Φ(λ)
(
x

µ1
1 · · ·xµm

m

) =
∑

{I1,...,I�}

�∏
i=1

(
y∗
Ii

)λi ,

où la somme est prise sur les partitions{I1, . . . , I�} de{1, . . . , n} telles que

– pour touti ∈ {1, . . . , �}, |Ii | = λi ;
– pour touti ∈ {1, . . . , �} et toutj ∈ {1, . . . ,m}, soitIi ⊂ Jj , soitJj ⊂ Ii .

Avant de démontrer ce lemme, voyons-en quelques conséquences.

Corollaire 3. L’image dexµ1
1 · · ·xµm

m par Φ(λ) est donnée par

Φ(λ)
(
x

µ1
1 · · ·xµm

m

) =
∑

{I1,...,I�}

( ∏
j |∃i, Ii⊂Jj

x
µj

j ·
∏

i|∃j, Jj �Ii

(
y∗
Ii

)λi

)

la somme étant prise sur les mêmes partitions que dans le lemme2.

Démonstration. D’après le lemme 2,

Φ(λ)
(
x

µ1
1 · · ·xµm

m

) =
∑

{I1,...,I�}

( ∏
i|∃j, Ii⊂Jj

(
y∗
Ii

)λi ·
∏

i|∃j, Jj �Ii

(
y∗
Ii

)λi

)
,

où la somme est prise sur les partitions décrites dans le lemme 2. Mais siIi ⊂ Jj , alors
y∗
Ii

= x
∗|Ii |
j = x

∗λi

j .
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Commex∗p = x et λi est une puissance dep, il en résulte quey∗
Ii

= xj . Par conséquen
le premier produit s’écrit

∏
i|∃j, Ii⊂Jj

(
y∗
Ii

)λi =
∏

i|∃j, Ii⊂Jj

x
λi

j =
∏

j |∃i, Ii⊂Jj

x
µj

j . �

Corollaire 4. Soitλ = (λ1, . . . , λk) une partitionp-adique den. Alors

Φ(λ)
(
x

λ1
1 · · ·xλk

k

) = x
λ1
1 · · ·xλk

k mod
∑

µ∈λ>

S(µ ) ◦ B.

Démonstration. On utilise le corollaire 3 dans le cas oùλ = µ. Dans ce cas, la partitio
{J1, . . . , Jm} fait partie des indices de sommation, et le terme correspondant de la s
est xλ1

1 · · ·xλ�

� . Soit {I1, . . . , I�} un autre indice de la somme. L’égalité du corollaire
montre que le terme correspondant dans la somme est dans

∑
µ∈λ>

S(µ ) ◦ B. En effet,
soitκ la partition contenant :

– les partsλj pour toutj tel qu’il existei tel queIi ⊂ Jj ,
– les partsλi pour touti tel qu’il existej tel queJj � Ii . Dans ce cas,

λi =
∑

j |Jj ⊂Ii

λj . (5)

On est dans la deuxième situation pour au moins un indicei. La somme (5) contient pou
tout tel indicei au moins deux termes. Par conséquent, la partitionκ est raffinéestrictement
parλ. On termine en remarquant que le monômey{I1,...,I�} (notation 2) est contenu dan
S(κ ) ◦ B. �
Corollaire 5. Soitλ etµ deux partitionsp-adiques den. Alors

Φ(λ)
(
S(µ) ◦ B

) ⊂ S(µ) ◦ B ∩ S(λ ) ◦ B = S
(
min( λ,µ )

) ◦ B.

Démonstration. Soit y1 · · ·yn = x
µ1
1 · · ·xµm

m un élément deS(µ) ◦ B(V ) comme dans le
lemme 2. Son image parΦ(λ) est contenue dansS(min( λ,µ )) ◦ B(V ). En effet, pour
les mêmes raisons que pour le corollaire 4, pour toute partition{I1, . . . , I�} de {1, . . . , n}
telle que dans le lemme 2, le monômey{I1,...,I�} est contenu dansS(κ ) pour une certaine
partitionp-adique den vérifiant à la foisκ � λ et κ � µ, ce qui montre l’inclusion. �
Démonstration du lemme 2.Soit Part( λ ) l’ensemble des partitions(I ) = {I1, . . . , I�}
de l’ensemble{1, . . . , n} telles que|Ii | = λi . Le groupe symétriqueSn agit (à droite) sur
Part( λ ). En effet, soitσ une permutation dansSn. Pour un sous-ensembleI = {i1, . . . , ik}
de{1, . . . , n}, on définit l’ensembleIσ par

{ }

Iσ = σ−1(i1), . . . , σ

−1(ik) .
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Étant donnée une partition(I ) = {I1, . . . , I�} de l’ensemble{1, . . . , n}, on définit la parti-
tion (Iσ ) par (

Iσ
) = {

Iσ
1 , . . . , I σ

�

}
.

L’action du groupe symétrique sur les partitions de{1, . . . , n} est alors donnée par

(I ) · σ = (
Iσ

)
.

Soit (I ) = {I1, . . . , I�} un élément de Part( λ ), et z1, . . . , zn des éléments deB(V ).
Alors, si Stab(I ) désigne le stabilisateur de(I ) sous l’action deSn, Φ(λ)(z1 · · · zn) est
donné par

Φ(λ)(z1 · · · zn) =
∑

σ∈Sn/Stab(I )

z(Iσ ). (6)

Ici z(Iσ ) désigne le monôme(z∗
Iσ
1
)λ1 · · · (z∗

Iσ
�
)λ� , conformément à la notation 1.

Avec les notations du lemme, supposons qu’il existei et j (qu’on se fixe une fois pou
toutes) tels queIi ∪ Jj � Ii, Jj . On doit montrer que

∑
σ∈Sn/Stab(I )

∃s,t, I σ
s ∩Jt�Iσ

s ,Jt

y(Iσ ) = 0. (7)

On suppose que tous lesys sont discernables deux à deux (même si en tant qu’élémen
B(V ), ils sont égaux), sauf les éléments{ys | s ∈ Jj }. Sous cette convention, le nombre
termes égaux ày(I) dans la somme définissantΦ(λ)(y1 · · ·yn) (tous obtenus par permut
tion desys , pours ∈ Jj ) est égal à

SJj

/(
SJj

∩ Stab(I )
)
. (8)

C’est aussi le nombre de ces termes dans la somme (7), car puisqueIi ∩ Jj � Ii, Jj on a
aussi, pour toutσ ∈ SJj

, Iσ
i ∩ Jj � Iσ

i , Jj . Or, on définit une inclusion

SJj
∩ Stab(I )

f−→ SJj ∩Ii
× SJj −Ii

par les restrictions

f (σ ) = (σ |Jj ∩Ii
, σ |Jj −Ii

). (9)

L’application (9) est clairement un morphisme de groupes. C’est une injection,
f (σ ) = (id, id), alors pour touts ∈ Jj , σ(s) = s, et puisqueσ ∈ SJj

, cela implique que
σ = id.

On obtient donc une chaîne d’inclusions de groupes
SJj
∩ Stab(I ) ⊂ SJj ∩Ii

× SJj −Ii
⊂ SJj

.
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On en déduit une relation sur les indices

[
SJj

| SJj
∩ Stab(I )

]
= [

SJj ∩Ii
× SJj −Ii

| SJj
∩ Stab(I )

] · [SJj
| SJj ∩Ii

× SJj −Ii
]. (10)

Soit a le cardinal deJj ∩ Ii . On aa 	= λj et a 	= 0. Ainsi, [SJj
| SJj ∩Ii

× SJj −Ii
], égal

au coefficient binômial
(
λj

a

)
est divisible parp. On en déduit que l’indice[SJj

| S(Jj ) ∩
Stab(I )], égal d’après (8) au nombre d’occurrences du termey(I) dans la somme (7) es
divisible parp. La somme de ces termes (avec la convention d’indiscernabilité, puis
est donc nulle.

En raisonnant ainsi pour tous les termes susceptibles d’apparaître dans la som
on montre que cette somme est nulle.�

On montre maintenant dans le cas général que chacun des termes de la décom
de tk(S

n) ◦ B/tk−1(S
n) ◦ B donnée dans le théorème 2 est un facteur direct deSn ◦ B.

Proposition 7. Soit ν = (ν0, . . . , νs) une suite d’entiers positifs ou nuls tels queν0p
0 +

· · · + νsp
s = n. Alors il existe une inclusion directe deSp( ν ) ◦ B dansSn ◦ B.

Démonstration. Pour tout entiern, on noteπ(n) la projection naturelleSn ◦ B → Sn
p ◦ B

et ι(n) l’inclusion Sn
p ◦ B → Sn ◦ B obtenue par le corollaire 2. En particulier,ι(n) est une

inclusion directe dontπ(n) est une projection réciproque.
On définit dans la figure 1 une inclusionι( ν ) :Sp( ν ) ◦ B → Sn ◦ B et une projection

réciproque

π(ν ) :Sn ◦ B → S(λ ) ◦ B
/ ∑

µ∈λ>

S(µ ) ◦ B � Sp( ν ),

S
ν0
p ◦ B ⊗ · · · ⊗ S

νs
p ◦ B

ι(ν0)⊗···⊗ι(νs )

ι( ν )

�
α

S(λ( ν )) ◦ B
/∑

µ∈λ(ν )>
S(µ ) ◦ B

Sν0 ◦ B ⊗ · · · ⊗ Sνs ◦ B

φ0⊗···⊗φs S(λ( ν )) ◦ B

proj.

Sν0p0 ◦ B ⊗ · · · ⊗ Sνsp
s ◦ B

proj.

Sν0p0+···+νsp
s ◦ B Sn ◦ B

Φ(λ(ν ))

π( ν )
Fig. 1. Inclusion directe deSp(ν ) ◦ B dansSn ◦ B .
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telles queπ(ν )◦ ι( ν ) est l’identité deSp( ν ). Dans la figure 1,α est l’isomorphisme défin
en (2), etφ est le morphisme de FrobeniusSk ◦ B → Spk ◦ B.

Il suffit de vérifier que la composéeα−1 ◦ π(ν ) ◦ ι( ν ) est égale à l’identité. Pouri tel
que 0� i � s, soitXi un élément deSνi

p ◦ B. Alors

ι( ν )(X1 ⊗ · · · ⊗ Xs) = ι(ν0)(X0)
p0 · · · ι(νs)(Xs)

ps

.

Par conséquent, d’après le corollaire 4,

π(ν ) ◦ ι( ν )(X1 ⊗ · · · ⊗ Xs) = ι(ν0)(X0)
p0 · · · ι(νs)(Xs)

ps

mod
∑

µ∈λ>

S(µ) ◦ B,

puis, d’après la définition deα,

α−1 ◦ π(ν ) ◦ ι( ν )(X1 ⊗ · · · ⊗ Xs) = π(ν0)
(
ι(ν0)(X0)

) ⊗ · · · ⊗ π(νs)
(
ι(νs)(Xs)

)
= X1 ⊗ · · · ⊗ Xs.

La dernière égalité provient du fait que pour toutm, ι(m) est par définition un scindeme
de la projectionπ(m). �

Il faut maintenant prouver que toutes les inclusions directes définies ainsi sont c
tibles entre elles, dans le sens où

– elles définissent des inclusions directes

⊕
ν∈E

Sp( ν ) ◦ B → Sn ◦ B,

pour tout ensembleE de suitesν = (ν0, . . . , νs) telles que
∑

νip
i = n ;

– elles induisent des inclusions directes

∑
ν∈E

S
(
λ(ν )

) ◦ B → Sn ◦ B.

Proposition 8. Soit m un entier, etE un ensemble de suitesν = (ν0, . . . , νs) telles que∑
νip

i = n et
∑

νi = m. Alors le sous-foncteur
⊕

ν∈E Sp( ν ) de tm(Sn)/tm−1(S
n) est un

facteur direct deSn. Plus précisément:

∑
ν∈E

ι( ν ) :
⊕
ν∈E

Sp( ν ) ◦ B → Sn ◦ B
est une inclusion directe.
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Démonstration. On montre que le morphisme

⊕
ν∈E

π(ν ) :Sn ◦ B →
⊕
ν∈E

Sp( ν ) ◦ B

est un scindement de
∑

ν∈E ι( ν ). Il suffit de montrer que pourν et ν′ dansE tels que
ν 	= ν′,

π
(
ν′) ◦ ι( ν ) = 0.

Avec les notations de la démonstration de 7,

π
(
ν′) ◦ ι( ν )(X0 ⊗ · · · ⊗ Xs) = π

(
ν′)(ι(ν1)(X0)

ν0p
0 · · · ι(νs)(X0)

νsp
s )

.

Par définition deπ(ν′) (figure 1), il suffit de vérifier que l’image de l’élémentι(ν1)(X0)
ν0p

0

· · · ι(νs)(X0)
νsp

s
par Φ(λ(ν′)) est dans

∑
µ∈λ(ν′)> S(µ ) ◦ B, ce qui provient du corol

laire 5 et du fait que min( λ( ν ), λ( ν′)) < λ(ν′), puisqueλ(ν ) 	= λ(ν′) et que le nombre
de parts de ces deux partitions est le même.�

On en déduit immédiatement :

Corollaire 6. Pour tout m, le foncteur[tm(Sn)/tm−1(S
n)] ◦ B est un facteur direct de

Sn ◦ B.

Notation 3. SoitE un ensemble de partitionsp-adiques den. On noteιE l’inclusion

ιE =
∑
λ∈E

ι
(
ν(λ )

)
:
⊕
λ∈E

Sp

(
ν(λ )

) ◦ B → Sn ◦ B,

etπE la projection

πE =
⊕
ν∈E

π(ν ) :Sn ◦ B →
⊕
ν∈E

Sp( ν ) ◦ B.

D’après la proposition 8,πE est un scindement deιE . On note égalementiE l’inclusion
évidente de

∑
λ∈E S(λ ) dansSn.

Lemme 3. SoitE un ensemble de partitionsp-adiques den. Alors πE ◦ iE est égal à la
projection naturelle

∑
λ∈E

S(λ ) ◦ B
pr−→

⊕
λ∈E

Sp

(
ν(λ )

) ◦ B.
La démonstration de ce lemme ne présente pas de difficulté.
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Proposition 9. Soit m un entier, etE un ensemble de partitionsp-adiques den ayant
toutesm parts. Alors

∑
λ∈E S(λ ) ◦ B est un facteur direct deSn ◦ B. Autrement dit, il

existe une projectionpE dontiE est un scindement.

Démonstration. On opère par récurrence surm, en initialisant pourm < 0. Dans ce cas
E est vide, et le résultat est trivial.

Supposons maintenant que le résultat est vrai pourm′ < m, et soitE un ensemble de
partitionsp-adiques den toutes de longueurm. On a une suite exacte courte

tm−1

( ∑
λ∈E

S(λ )

)
◦ B

i−→
∑
λ∈E

S(λ ) ◦ B
pr−→

⊕
λ∈E

Sp

(
ν(λ )

) ◦ B.

On construit alors la projectionpE en considérant le diagramme de la figure 2. D
cette figure,iE′ et pE′ sont obtenus par l’hypothèse de récurrence au rangm − p + 1, en
remarquant que, d’après la proposition 2 et le théorème 2, le foncteurtm−1(

∑
λ∈E S(λ ))

s’écrit comme une certaine somme

tm−1

( ∑
λ∈E

S(λ )

)
=

∑
µ∈E′

S(µ),

oùE′ est un certain ensemble de partitionsp-adiques den, toutes de longueurm − p + 1.
De plus,q est une projection scindée pari. Plus précisément,

q = pE′ ◦ iE. (11)

PuisqueiE ◦ i = iE′ , on a bienq ◦ i = id. Ainsi, la suite exacte définie par la ligne inférieu
est scindée, ce qui permet de construire un scindementj de la projection pr. On définit alor
pE par :

pE = i ◦ pE′ + j ◦ πE.

Sn ◦ B

πE

pE′
pE

tm−1
(∑

λ∈E S(λ )
) ◦ B

i

iE′

∑
λ∈E S(λ ) ◦ B

pr

q

iE

⊕
λ∈E Sp

(
ν(λ )

) ◦ B

ιE

j

Fig. 2. Construction de la projectionpE .
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Par (11) et par le lemme 3, on obtient

pE ◦ iE = i ◦ q + j ◦ pr= id. �
Le théorème 3 découle immédiatement de ce qui précède, ainsi que la décomp

suivante :

Corollaire 7. SoitB un foncteur booléen. Alors:

Sn ◦ B =
⊕
k�0

tk
(
Sn

) ◦ B
/
tk−1

(
Sn

) ◦ B =
⊕

ν=(ν0,...,νs )

ν0p
0+···+νsp

s=n

Sp( ν ) ◦ B.

Pour terminer cette section, on fait tendren vers+∞ dans l’expressionSn ◦ B. Autre-
ment dit, on s’intéresse àSp∞ ◦ B.

D’après le théorème 3 appliqué à la partition(p, . . . ,p) de pn+1, le morphisme de
Frobenius induit des inclusions directesSpn ◦ B → Spn+1 ◦ B. Le foncteurSp∞ ◦ B étant
la limite directe du système constitué de ces inclusions, on en déduit que

Sp∞ ◦ B = S1 ◦ B ⊕
⊕
n�1

(
Spn

/Spn−1) ◦ B,

et on obtient par conséquent la décomposition suivante.

Corollaire 8. SoitB un foncteur booléen. Alors:

Sp∞ ◦ B =
⊕
n�0

⊕
ν=(ν0,...,νs )

ν0p
0+···+νsp

s=pn

ν0>0

Sp( ν ) ◦ B.

4. Scindement deIFFFp
◦ B

Ce qu’on note iciIFp
◦ B est par abus de notation le foncteur limite directe du syst

t0(IFp
) ◦ B → t1(IFp

) ◦ B → t2(IFp
) ◦ B → ·· · .

On prendra garde qu’en général, siB prend des valeurs de dimension infinie,

IFp
◦ B(V ) 	= F

B(V )∗
2 ,

car la condition pour avoir cette égalité estB(V )∗∗ ∼= B(V ). C’est vrai siB est à valeur

dansEf , par exemple siB = IFp

.
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On rappelle quetn(IFp
)(V ) est isomorphe à

{
φ :V ∗ → Fp | ∃ x1, . . . , xn ∈ V tels que∀f ∈ V ∗, φ(f ) = f (x1) · · ·f (xn)

}
,

c’est-à-diretn(IFp
) = S0 ⊕ · · · ⊕ Sn/xp = x. Les quotients de cette filtration sont

tn(IFp
)/tn−1(IFp

) = Sn
p.

Théorème 4.Pour tout foncteur booléenB, tn−1(IFp
)◦B → tn(IFp

)◦B est une inclusion
directe.

Corollaire 9. SoitB un foncteur booléen. Alors:

IFp
◦ B =

⊕
n�0

Sn
p ◦ B.

Remarque 1.PourB = IFp
, p = 2, on obtient le scindement deIFp

◦ IFp
de B. Richter

[15, théorème 7.1].

Démonstration du théorème 4.Soit En
α l’ensemble des partitions de{1, . . . , n} en n −

(p − 1)a sous-ensembles{I1, . . . , In−(p−1)a} tels que

|I1| = · · · = |Iα| = p et |Iα+1| = · · · = |In−(p−1)α| = 1.

PourI = {I1, . . . , In−(p−1)α} un élément deEn
α , on notexI l’élément deSn−(p−1)α ◦ B

défini par

xI = x∗
I1

· · ·x∗
In−(p−1)α

.

On note de la même manière son image danstk(S
n) ◦ B, k � n − (p − 1)α. On définit

Ψ :
(
S0 ⊕ · · · ⊕ Sn

) ◦ B → (
S0 ⊕ · · · ⊕ Sn−1) ◦ B → tn−1(IFp

) ◦ B

par

Ψ (x1 · · ·xk) = x1 · · ·xk (12)

si k < n, et

Ψ (x1 · · ·xn) =
∑
α�1

(−1)α−1
∑
I∈Eα

xI . (13)

PourI ∈ Eα , soit I0 l’union desIj , pourα + 1 � j � n − (p − 1)α. Comme pour ce
indices, le cardinal deIj est 1, on a
x∗
Iα+1

· · ·x∗
In−(p−1)α

= xI0.
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on de
Les termes de la somme (13) définissantΨ sont donc de la formex∗
I1

· · ·x∗
Iα

xI0. Dans cette
expressions, les produits∗ sont tous pris sur des ensembles àp éléments.

Résultat 1. Ψ (x1 · · ·xn−pxp) = Ψ (x1 · · ·xn−px).

D’après (12), il suffit de vérifier queΨ (x1 · · ·xn−pxp) = x1 · · ·xn−px. Cela provient du
résultat suivant, dans lequel on a poséxn−p+1 = · · · = xn = x.

Résultat 2. On a une égalité danstn−1(IFp
) :

∑
I∈En

α

xI =
∑

I∈E
n−p
α

xI · x +
∑

I∈E
n−p
α−1

xI · x. (14)

En effet, si le résultat 2 est vrai, alors

∑
α�1

(−1)α−1
∑
I∈Ea

=
∑
α�1

(−1)α−1
( ∑

I∈E
n−p
α

xI · x +
∑

I∈E
n−p
α−1

xI · x
)

.

En simplifiant cette expression, on obtient, à l’aide de l’équation (13) :

Ψ
(
x1 · · ·xn−pxp

) =
∑

I∈E
n−p
0

xI · x = x1 · · ·xn−px,

d’où le résultat 1. L’applicationΨ passe donc au quotient, et définit une application

Ψ : tn(IFp
) ◦ B → tn−1(IFp

) ◦ B.

D’après l’équation (12), il est évident que cette application est scindée par l’inclusi
tn−1(IFp

) ◦ B danstn(IFp
) ◦ B, ce qui montre le théorème 4.�

Démonstration du résultat 2. SoitI = {I1, . . . , In−(p−1)α} dansEα , et I0 défini comme
dans la démonstration du théorème 4. On note, pourj ∈ {0, . . . , α},

λj = ∣∣Ij ∩ {n − p + 1, . . . , n}∣∣
et

Jj = Ij ∪ {1, . . . , n − p + 1}.
Alors

xI = (
x∗λ1 ∗ x∗

J1

) · · · (x∗λa ∗ x∗
Ja

) · xλ0 · yJ0. (15)

Les différents facteurs égaux àx (c’est-à-dire les facteursxn−p+1, . . . , xn) sont interchan-

geables dans cette expression (15). Donc, toutes les expressions similaires obtenues à partir
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d’objetsI ′ deEα déduits deI par permutation den − p + 1, . . . , n donnent la même ex
pression (15). Il y a (

p

λ0, . . . , λa

)
= p!

λ0! · · ·λa !
tels objetsI ′ donnant la même expression (15). Ce nombre est non nul modulop si et
seulement si tous lesλi sont nuls, sauf un égal àp. Cela signifie que les termesxi , i > n−p

restent groupés dans le sens où leurs indices se retrouvent dans le même ensemIj0.
Deux cas peuvent alors se produire :

– soitj0 = 0, et dans ce cas,xI0 = xp · xJ0 = x · xJ0. La deuxième égalité provient de
relationxp = x danstn−1(IFp

). On trouve la deuxième moitié de la somme (14) ;
– soitj0 	= 0. On peut supposer quej0 = α. Alors x∗

Iα
= x∗p = x. On trouve la première

moitié de la somme. �

5. Applications au calcul d’extensions en caractéristique 2

Les décompositions trouvées dans les corollaires 7, 8 et 9 se révèlent partic
ment intéressantes en caractéristique 2. En effet, dans ce cas, les foncteursSi

p sont égaux
aux puissances extérieuresΛi . Or, par le complexe de Koszul, on parvient à relier
extensions faisant intervenir les puissances extérieures aux extensions faisant in
les puissances symétriques. On parvient ainsi à déterminer Ext∗

F (Id, Sn ◦ B) en fonction
de Ext∗F (Id,B), puis de calculer Ext∗

F (Id, IFp
◦ B) et Ext∗F (Id, S2∞ ◦ B). Ces résultats

permettent par exemple de déterminer Ext∗
F (Id, Sn ◦ IFp

), et par conséquent d’éviter
détour par Ext∗F (Id, (S2)◦h ◦ IFp

) (et donc par Ext∗F (Id, (S2)◦h ◦ Sm)) pour le calcul de
Ext∗F (Id, Sn ◦ Sm) exposé dans [17,19].

On expose également à la fin de cette section quelques résultats concernant Ex∗
F (Γ 2,

Λn ◦ IFp
).

5.1. Préliminaires

On rappelle quelques outils efficaces pour calculer des groupes d’extension
la catégorieF . Ces outils ont été exploités antérieurement pour le calcul des gro
Ext∗F (Id, Sn) [8,9], Ext∗F (Γ n,Sm) [7], Ext∗F (Id, Sn ◦ Sm) [17–19], ou de divers autre
groupes d’extensions dans la catégorieF [6,14].

La base de tous les calculs cités ci-dessus est l’existence, pour tout complexeC• d’objets
deF (ou toute autre catégorie abélienne) et tout objetT ∈ F de deux suites spectrale
I(T ,C•) et II (T ,C•) appelées première et seconde suites spectrales d’hypercohom
telles que

– les deux suites spectralesI(T ,C•) et II (T ,C•) ont même aboutissement ;
– en rang 1,I s,∗

1 = Ext∗F (T ,Cs) ;
– en rang 2,II ∗,t

2 = Ext∗F (T ,H t (C•)) ;

– en rangr , les différentielles sont de bidegré(r,1− r).
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Ces deux suites spectrales sont obtenues en filtrant horizontalement et verticale
bicomplexe obtenu en appliquant HomF (T ,−) à une résolution injective de Cartan
Eilenberg du complexeC• [5, chapitre 17]. Par exemple, si le complexeC• est acyclique
la suite spectraleI(T ,C•) est d’aboutissement nul.

Le théorème suivant a joué un rôle primordial dans les calculs d’extensions :

Lemme 4 (Théorème d’annulation de Pirashvili, [12]). Si F(0) = 0 et G(0) = 0, alors
Ext∗F (Id,F ⊗ G) = 0.

Il existe de nombreuses preuves de ce résultat. On pourra se référer à [8].

Remarque 2. Le théorème 4 reste vrai en remplaçant Id par un foncteurA additif. Franjou
[6, proposition 1.4.2] l’a généralisé dans le cas de foncteurs non additifs. On obtie
exemple, pourA = Γ n,

Ext∗F
(
Γ n,F ⊗ G

) =
n⊕

m=0

Ext∗F
(
Γ m,F

) ⊗ Ext∗F
(
Γ n−m,G

)
.

Par exemple :

– siF1(0) = · · · = Fn+1(0) = 0, alors Ext∗F (Γ n,F1 ⊗ · · · ⊗ Fn+1) = 0 ;

– en particulier, si la longueur de la décompositionp-adique dem est strictement plu
grande quen, alors Ext∗F (Γ n,Sm) = 0 ;

– siF(0) = 0= G(0), alors Ext∗F (Γ 2,F ⊗ G) = Ext∗F (Γ 1,F ) ⊗ Ext∗F (Γ 1,G).

Les suites spectrales d’hypercohomologie et le lemme 4 permettent d’obtenir le l
suivant, qui a été crucial pour le calcul de Ext∗

F (Id, Sn) [8] et Ext∗F (Id, Sn ◦ Sm) [17–19].

Lemme 5. SiF(0) = 0, alorsExt∗F (Id,Λn ◦ F) = Ext∗−n+1
F (Id, Sn ◦ F).

Démonstration. Il suffit de considérer les suites spectrales d’hypercohomologie du
plexe de Koszul

Ko•
n :Λn → Λn−1 ⊗ S1 → ·· · → Λ1 ⊗ Sn−1 → Sn (16)

composé au préalable parF . Comme le complexe de Koszul est acyclique (et donc a
le complexe Ko•n ◦ F ), la première suite spectrale a un aboutissement nul. D’après le
rème d’annulation de Pirashvili (chacun des foncteursΛi ◦ F et Sj ◦ F sont sans term
constant, carF(0) = 0), seules ses colonnes 0 etn sont non nulles, égales respectivem
à Ext∗F (Id,Λn ◦ F) et Ext∗F (Id, Sn ◦ F). Puisque l’aboutissement est nul, la différentie

de rangn, de bidegré(n,1− n), est une bijection entre ces deux colonnes.�
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Remarque 3. Le résultat reste vrai en composant également à gauche par un
teurG, car le défaut d’exactitude de la composition à gauche disparaît lorsqu’on ap
Ext∗F (Id,−) [18, théorème 3.1].

Jusqu’à la fin de l’article, on suppose désormais quep = 2, et queB est un foncteur
booléensans terme constant.

5.2. Calcul deExt∗(Id, Sn ◦ B)

Soitφn,m(t) = ∑
i�0 t i · dimExtiF (Γ n,Λm ◦ IF2 ) la série de Poincaré de l’espace ve

toriel gradué Ext∗F (Γ n,Λm ◦ IF2 ), et soitφB
n,m la série de Poincaré de Ext∗

F (Γ n,Λm ◦ B).
Pour simplifier, on écriraφB pourφB

1,1 (série de Poincaré de Ext∗
F (Id,B)).

Si n n’est pas une puissance de 2, Ext∗
F (Id, Sn ◦ B) = 0, carSn est dans ce cas u

facteur direct dans un produit tensoriel. Ainsi, pour déterminer Ext∗
F (Id, Sn ◦ B), il suffit

de calculer Ext∗F (Id, S2h ◦ B).

Théorème 5. SoitB un foncteur booléen sans terme constant. On a une relation de
dules à droite sur l’algèbre de YonedaExt∗F (Id, Id) :

Ext∗F
(
Id, S2h ◦ B

) = Ext∗−2h+1
F

(
Id, S2h ◦ B

) ⊕ Ext∗F
(
Id, S2h−1 ◦ B

)
.

En particulier, les séries génératrices sont données par:

φ1,2h(t) = t2h−1
h∏

i=1

1

1− t2i−1
et φB

1,2h(t) = φB(t) · φ1,2h(t).

Démonstration. Le corollaire 7 donne :

Ext∗F
(
Id, S2h ◦ B

) =
⊕

λ

Ext∗F
(
Id,Λ

(
ν(λ )

) ◦ B
)
,

la somme étant prise sur toutes les partitions 2-adiquesλ de 2h. Or Λ(ν(λ )) s’exprime
comme un produit tensoriel de deux foncteurs sans termes constants dès lors que to
parts deλ n’ont pas la même taille, c’est-à-dire dès lors queλ n’est pas égal aux partition
constituées de 2h−� parts identiques de taille 2�. D’après le théorème de Pirashvili, o
obtient alors

Ext∗F
(
Id, S2h ◦ B

) =
h⊕

�=0

Ext∗F
(
Id,Λ2� ◦ B

)
. (17)

En utilisant l’égalité similaire pourS2h−1
, on obtient

( h ) ( h ) ( h−1 )

Ext∗F Id, S2 ◦ B = Ext∗F Id,Λ2 ◦ B ⊕ Ext∗F Id, S2 ◦ B . (18)
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On termine en appliquant le lemme 5.
Pour obtenir les séries génératrices, on constate que l’expression (18) fournit, g

lemme 5 une relation sur les séries génératrices :

φB
1,2h(t)

t2h−1
= φB

1,2h(t) +
φB

1,2h−1(t)

t2h−1−1
.

On conclut sachant queφ1,1(t) = 1. �
Proposition 10. Le module d’extensionsExt∗F (Id, S2h ◦ IF2 ) a une structure de modul
triviale sur l’algèbre de YonedaExt∗F (Id, Id).

Démonstration. C’est évident pourh = 0, puisque ExtiF (Id, IF2 ) est nul sii > 0 et vaut
F2 si i = 0. Soith � 1, et supposons la proposition vraie pourh−1. Soite une extension de
Ext∗F (Id, Id), non nulle et non égale à l’identité. On veut montrer que pour toute exte
f de Ext∗F (Id, S2h ◦ IF2 ), le produit de Yonedaf · e est nul. Sif est dans ExtmF (Id, S2h ◦
IF2 ), avecm < 0, c’est évident. Supposons que ce soit vrai pour toutf ′ de degrém′ < m,

et soitf un élément de Extm
F (Id, S2h ◦ IF2 ). D’après le théorème 5,f se décompose en

f = f ′ + f ′′,

où f ′ est un élément de Extm−2h+1
F (Id, S2h ◦ IF2 ) et f ′′ un élément de Extm

F (Id, S2h−1 ◦
IF2 ). Comme cette décomposition est compatible avec la structure de module, on a

f · e = f ′ · e + f ′′ · e.

Or, f ′ · e est nul d’après l’hypothèse de la récurrence surm, et f ′′ · e est nul d’après
l’hypothèse de la récurrence surh. Ainsi, f · e = 0. �

On adapte facilement cette démonstration pour montrer le :

Théorème 6.Soit B un foncteur booléen sans terme constant. En tant que modul
l’algèbre de YonedaExt∗F (Id, Id), on a:

Ext∗F
(
Id, S2h ◦ B

) = Ext∗F (Id,B) ⊗ Ext∗F
(
Id, S2h ◦ IF2

)
,

l’action deExt∗F (Id, Id) se faisant sur le premier facteur du produit tensoriel.

D’après l’exemple 3,Γ h2 ◦ · · · ◦Γ hk ◦IF2 est un foncteur booléen. Grâce au théorèm
au lemme 5 et sa version duale (obtenue à l’aide du dual du complexe de Koszul)
déduit le résultat suivant, par une récurrence immédiate sur le nombre de facteurs

composition.
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Corollaire 10. Le module graduéExt∗F (Id, S2h1 ◦ · · · ◦ S2hk ◦ IF2 ) est le module trivial
d’espace sous-jacent décrit par la série

h1∏
i=1

1

1− t2i−1
· · ·

hk∏
i=1

1

1− t2i−1
.

Remarquons pour terminer que grâce aux décompositions des corollaires 8 e
théorème 5 permet d’obtenir une description des modules Ext∗

F (Id, S2∞ ◦ B) et Ext∗F (Id,

IF2 ◦ B). En particulier, lorsqueB = IF2, la structure de module est triviale, et dans le
général, on obtient des égalités de modules :{

Ext∗F (Id, S2∞ ◦ B) = Ext∗F (Id,B) ⊗ Ext∗F (Id, S2∞ ◦ IF2 ),

Ext∗F (Id, IF2 ◦ B) = Ext∗F (Id,B) ⊗ Ext∗F (Id, IF2 ◦ IF2 ).

5.3. Calcul deExt∗F (Γ 2,Λ2 ◦ IF2 )

La première suite spectrale d’hypercohomologie de Ko•
2 ◦ IF2 vaut en rang 1 :

– I0,∗
1 (Γ 2,Ko•

2 ◦ IF2 ) = Ext∗F (Γ 2,Λ2 ◦ IF2 ) ;

– I1,∗
1 (Γ 2,Ko•

2 ◦ IF2 ) = Ext∗F (Γ 2, IF2 ⊗ IF2 ) = Ext∗F (Γ 1, IF2 ) ⊗ Ext∗F (Γ 1, IF2 ) ;

– I2,∗
1 (Ko•

2,Λ
2 ◦ IF2 ) = Ext∗F (Γ 2, S2 ◦ IF2 ) = Ext∗F (Γ 2,Λ2 ◦ IF2 ) ⊕ Ext∗F (Γ 2, IF2 ).

Puisque Ext∗F (Γ 1, IF2 ) et Ext∗F (Γ 2, IF2 ) sont tous deux nuls en degré strictement pos
et valentF2 en degré 0, on obtient les séries de Poincaré suivantes en rang 1 (pour le
total) :

– φ2,2 pour la colonne 0 ;
– t pour la colonne 1 ;
– t2(1+ φ2,2) pour la colonne 2.

La différentielled1 est concentrée sur la ligne 0. De plus, la projection de la différent
sur le facteur direct Ext∗

F (Γ 2, IF2 ) de la colonne 2 est le morphisme induit sur les Ex0
F

par le produit

IF2 ⊗ IF2 → IF2.

On montre sans peine qu’il s’agit d’un isomorphisme. Ainsi, en rang 2, seules le
lonnes 0 et 2 sont non nulles, de séries de Poincaré (pour le degré total)φ2,2 et t2φ2,2
respectivement. La suite spectrale étant d’aboutissement nul (car le complexe de
est acyclique), la différentielled2 est un isomorphisme entre ces deux colonnes. Par co
quent,t · φ2,2(t) = φ2,2(t), puisφ2,2(t) = 0. On a montré :

∗ 2 2
Proposition 11.ExtF (Γ ,Λ ◦ IF2 ) = 0.
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5.4. Calcul deExt∗F (Γ 2,Λ2h+2k ◦ IF2 ), h < k

La méthode exposée ici n’est pas la seule possible, ni forcément la plus simple.
l’avantage de montrer comment utiliser le corollaire 7.

Soit Λ•
m le complexe obtenu en prenant la partie de degrém de la construction Coba

réduite deΛ∗ :

Λ•
m :Λm →

⊕
i+j=m
i,j>0

Λi ⊗ Λj → ·· · → (
Λ1)⊗m

.

Par convention,Λm est en degré cohomologique 1. La cohomologie deΛ•
m est Sm en

degrém, et 0 sinon.
Soit h 	= k. D’après la remarque 2, seules les colonnes 1 et 2 de la suite spe

I(Γ 2,Λ•
2h+2k ◦ IF2 ) sont non nulles :

– I1,∗
1 (Γ 2,Λ•

2h+2k ◦ IF2 ) = Ext∗F (Γ 2,Λ2h+2k ◦ IF2 ) ;

– I2,∗
1 (Γ 2,Λ•

2h+2k ◦ IF2 ) = ⊕
i+j=2h+2k Ext∗F (Γ 2, (Λi ⊗ Λj) ◦ IF2 ).

Or, si i 	= 2h et i 	= 2k , alors au moins un des deux indicesi et j n’est pas une puissanc
de 2, etΛi ⊗ Λj est un facteur direct d’un produit tensoriel de trois foncteurs sans t
constant. Ainsi, le groupe d’extension correspondant est nul. La deuxième colonne e
égale à

I2,∗
1

(
Γ 2,Λ•

2h+2k ◦ IF2

) = (
Ext∗F

(
Γ 1,Λ2h ◦ IF2

) ⊗ Ext∗F
(
Γ 1,Λ2k ◦ IF2

))⊕2
.

De plus, le morphisme de coproduitΛ2h+2k → Λ2h ⊗ Λ2k
est une inclusion directe (ca

h 	= k). Ainsi, la différentielled1 réalise une injection de la colonne d’abscisse 1 d
chacun des deux facteurs

Ext∗F
(
Γ 1,Λ2h ◦ IF2

) ⊗ Ext∗F
(
Γ 1,Λ2k ◦ IF2

)
de la seconde colonne. En particulier,d1 est injective, et la suite spectrale dégénère
rang 2. Soitψn,m la série de Poincaré de l’aboutissement de la suite spectraleI(Γ n,Λ•

m ◦
IF2 ). On obtient donc :

ψ2,2h+2k (t) = 2t2φ1,2h(t)φ1,2k (t) − t2φ2,2h+2k (t). (19)

La seconde suite spectrale est nulle, sauf sur sa ligne 2h + 2k , sur laquelle elle est éga
en rang 2 à Ext∗F (Γ 2, S2h+2k ◦ IF2 ). En utilisant le corollaire 7 et la remarque 2, on obti

alors :
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s séries

té de

plus
II ∗,2h+2k

2

(
Γ 2,Λ•

2h+2k ◦ IF2

)

=
h⊕

i=0

Ext∗F
(
Γ 2,Λ2h−i+2k−i ◦ IF2

) ⊕
⊕

i�h, j�k
i 	=j

(
Ext∗F

(
Γ 1,Λ2h−i ◦ IF2

)

⊗ Ext∗F
(
Γ 1,Λ2k−j ◦ IF2

))
.

On obtient donc à l’aboutissement :

ψ2,2h+2k (t) = t2h+2k
h∑

i=0

φ2,2h−i+2k−i (t) + t2h+2k ∑
i�h, j�k

i 	=j

φ1,2h−i (t)φ1,2k−j (t). (20)

En comparant (19) et (20), et en utilisant les relations de récurrence vérifiées par le
φ1,2h , on obtient :

Proposition 12. Pour touth 	= k, φ2,2h+2k = φ1,2hφ1,2k .

Remarque 4.La démonstration ci-dessous explique mieux la remarquable simplici
cet énoncé.

Soitm la multiplicationS2h ⊗ S2k → S2h+2k
, etµ la comultiplicationS2h+2k → S2h ⊗

S2k
dans l’algèbre de HopfS∗. Par un résultat classique, la composition

S2h+2k µ−→ S2h ⊗ S2k m−→ S2h+2k

est l’identité sih 	= k. La comultiplicationµ induit donc une inclusion directe

Ext∗F
(
Γ 2, S2h+2k ) → Ext∗F

(
Γ 2, S2h ⊗ S2k )

.

Soit � un entier tel que 0� � � h. On définit un morphismef� par la composition

S2h ⊗ S2k µ⊗µ−−−−→ S2h−� ⊗ S� ⊗ S2k−� ⊗ S� tw−→ S2h−� ⊗ S� ⊗ S2k−� ⊗ S�

m⊗m−−−−→ S2h ⊗ S2k

,

où tw consiste en l’échange des deux facteurs égaux àS�. Alors,

µ ◦ m =
h∑

�=0

f�.

Comme tous les morphismesf� se factorisent par un produit tensoriel de strictement

de deux termes non triviaux, sauf si� = 0, on en déduit, d’après la remarque 2, que l’en-
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rien

er tout
rques

sition

unctors,

ynomial

179 (2)

finite

th. 115

1997)

assify-
Math.,

t. Sci.

1988)

, Univ.

3 (2001)

m. Alge-

blication
domorphisme induit parµ ◦ m sur Ext∗F (Γ 2, S2h ⊗ S2k
) est l’identité. Ainsi

Ext∗F
(
Γ 2, S2h+2k ) = Ext∗F

(
Γ 2, S2h ⊗ S2k ) = Ext∗F

(
Id, S2h) ⊗ Ext∗F

(
Id, S2k )

.

Précomposer par le foncteurIF2, ou tout autre foncteur sans terme constant, ne change
à l’argument ci-dessus.
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