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1. Introduction

La hauteur d’une variété arithmétique est un analogue arithmétique du degré géo-
métrique, mesurant la complexité de la variété. Il est connu que le calcul explicite des
hauteurs est une tache tres difficile et compliquée. 11 y a peu d’exemples de calculs
d’hauteur d’une variété. Le cas torique resprésente une situation particuliére et intéres-
sante. L’arithmétique des variétés toriques a été etudiée de maniere intense par plusieurs
auteurs. Dans [19], Philippon et Sombra présentent une expression explicite pour la
hauteur normalisée du translaté d’une variété torique projective définie sur Q, cf. [19,
Théoréme 0.1]. Cette expression se décompose comme somme de contributions locales,
chaque terme étant l'intégrale d’une certaine fonction concave et affine par morceaux,
définie sur le polytope Q4. Leur démarche pour démonter leur formule s’appuie sur le
calcul d’une fonction de Hilbert arithmétique appropriée, au lieu d’utiliser la définition
de la hauteur normalisée. Dans [5], les auteurs établissent une formule intégrale pour la
hauteur d’une variété torique projective par rapport a un fibré en droites équivariant
muni d’une métrique hermitienne, continue et invariante par ’action du tore compact de
la variété (voir [5, Theorem 5.1.4]). Ils déduisent (voir [5, Corollary 5.2.6]) une nouvelle
preuve pour le résultat de Philippon et Sombra [19].

Rappelons le résultat majeur de [19]. Soit P 'espace projectif sur Q de dimension n.
Soit A = {ag, a1, - .., a,} une famille de vecteurs de Z?. Soit L 4 le sous-module engendré
par les différences des vecteurs ag, . .., a,. Soit 8 € (@*)"H. On note par X 4 g la variété
torique au sens de Gelfand, Kapranov et Zelevinsky associée & A (voir les rappels de la
section 2). Soit K un corps de nombres approprié tel que 3 € (K*)"*1. Philippon et
Sombra associent a X 4 s une famille de fonctions (9 4,3,,) indexée par My, 'ensemble
des places du corps K, ou chaque fonction ¥ 4 5, est donnée comme suit

Vapw:Qa—R, w—max{y e R|(z,y) € Qapo},

avec Qa gy = Conv((ao,log|ﬁo|v),...,(an,log\ﬂn|v)) C R et Q4 := Conv(ao,
...,ap) C R4 Notons que que la détermination de ¥4 5.,(7) pour * € Q4 est un
probléme d’optimisation linéaire. En effet, trouver ¥ 4 g, (x) est équivalent a résoudre le
probleme suivant

Minimiser < A, ¢ >

sous les contraintes BA = b (1)
etA>0
o ¢ = (—log|Bolv,...,—log|Bnly), B est une matrice de taille (d + 1) X n et b un
vecteur de R! qui s’écrivent en fonction des ag, ..., an, (1,...,1) et de z. La théorie

de Voptimisation linéaire affirme que si A* est une solution optimale de (1), alors A*
appartient au bord d’un polytope convexe défini par les contraintes du probléeme en
question. Il existe plusieurs algorithmes de résolution de (1), par exemple la méthode du
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Simplexe. Philippon et Sombra dans [19] donnent une formule pour E(X A,3), la hauteur
normalisée de X 4 g en fonction des ¥ 4,5,, pour v € Mg. Plus précisément, ils établissent
le résultat suivant

W) = @ 0t 3 e [0 da,
Qa

vEME [

voir [19, Théoréme 3.6].

Le résultat de Philippon et Sombra s’applique donc a toute sous-variété torique X 4 g
translatée par g € (@*)”Jr1 quelconque. En observant que les fonctions 9 4 ., sont affines
par morceaux, alors on peut expliciter les intégrales dans la formule de la hauteur en
utilisant les techniques de la programmation linéaire. Notons que la méthode de [19] a
été généralisée aux fibrés en droites hermitiens semipositifs, voir [4] pour plus de détails.

Dans cet article, nous proposons une alternative partielle & 'approche de [19] pour
le calcul des hauteurs canoniques pour une classe de variétés toriques projectives. Notre
méthode s’appuie essentiellement sur la définition de la hauteur canonique, en plus elle
fournit un moyen pour le calcul explicite de la hauteur.

Soient K un corps de nombres et Ok son anneau des entiers. Soit X une variété
arithmétique (projective) de dimension n sur S := Spec(Ok) et note par 7 le mor-
phisme structural. On renvoie a [14], ainsi qu’a [2] pour la construction des groupes de
Chow arithmétiques. On rappelle (voir par exemple [2, §2.1.3]) que 'on dispose de deux
morphismes :

——0 —_— 1
deg: CH (S)= CH*(S) — Z, deg: CH (S) — R,
qui induisent par composition avec 7 : CH (X)) — @*771(8) les morphismes :

deg: CH"(X) — Z (degré géométrique),

— ——n+1
deg: CH i (X) — R (degré arithmétique).

On considere Pg, = = Proj(OK[TO,...,Tn]) l’espace projectif de dimension n sur
Spec(Ok). Soit Z un cycle sur P{_, on note par hmx (Z) la hauteur canonique

de Z, o O(1)s est le fibré universel sur P, muni de sa métrique canonique (voir
[18, Proposition—définition 5.5.1] ou [22]).

1.1. Résultats et stratégie de la preuve

Soit 8 = (Bo,...,Pn) € (@*)""‘1. Soient d € N>1 et A= {az,...,a,} une sous-famille
de vecteurs de Z? de cardinal n tels que L 4 := Zaq + - - -+ Za,, = Z%. On considére XAz
la variété torique associée (voir rappels de la section 2). Soit K un corps de nombres de
définition de X 4 g. La donnée A définit n —d polynémes homogenes Ry, ..., R,_q4. Dans
cet article, on suppose que X 4 g satisfait les hypotheéses suivantes :
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1. Les polynémes Ry,..., R,_q définissent X 4 g.
2. Z(Ry, Ri41,-..,Rn—_a), la variété projective définie par Ry, ..., R,_q4, est intégre
pour tout k=1,...,n—d.

En particulier, X 4 s est une intersection complete. Voir 3.3 pour des exemples. Pour
simplifier, on dira que X 4 g satisfait 'hypothese <7, si (1.) et (2.) sont vérifiés. Aussi, on
suppose qu’il existe F', un corps de nombres tel que son anneau des entiers O soit un
anneau factoriel et que 8 € (F*)"1. Sous cette hypotheése, on vérifie (voir Lemme 3.4)
que pour tout i € {1,...,n —d}, il existe 7; € K tel que

(Rz) N OK[T(), e ,Tn] = (Tsz)

Notons que la condition &7 ne dépend pas de 8 (voir Remarque 3.2).

On note par X4 5 la cloture de Zariski de X 4,5 dans Pg, . On se propose de donner
une expression explicite pour hmx (X A,ﬁ) en fonction de g et de A. La condition &/
combinée avec Lemme 3.8 nous permet de construire X4, g := X458, Xa,,8,--.,XA,_4.8
des sous-schémas toriques integres de Pg, — avec

Xap = XarpGXop & G Xaup & Poys (2)
et tels que chaque X4, s soit une hypersurface dans X4,,, g donnée par s; = 7;R;
pour tout i@ = 1,...,n —d —1 et X4, ,p est une hypersurface de Py, donnée par

Sp—d = Tn—dRn_d, olt d est la dimension de X4 3.
Par la formule de Faltings (voir [18, Théoréeme 5.5.6]) on a pour tout j = 0,1,...,
n—d—1

hmw (XAjﬁ) = deg(Rj)th (XAJ'+1’5)

TSI T G Eg

:K—C
7 XA]'+1aﬁ(C)

Hort ae-10) = sl (B)+ Y [ loslsloeer @T2)"
o:K—C P (C)

Sachant que hgqy_ (Xa,_a8) = hmx( %) = 0 (voir [18, Proposition 7.1]).
Alors, d’apres la formule précédente, le calcul de hmw (X Ajﬂ) se déduira de celui

de hgay. (X4,,,,5) silon détermine I'expression de

A\t .
a1 (01w fx Vj € N.
Ajy1.8
C’est I'objet du théoréme ci-dessous. Si A" = {a],...,a),} est une famille de vecteurs de

741 qui engendre Z4H!, nous montrons qu’il existe S un ensemble fini de points de R%+!
et un ensemble (X A, 71)5 cs de variétés toriques déterminés explicitement tels que :
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Théoréme 1.1. (Voir Théoreme 3.10.) Sur TH1(C), on a Iégalité de courants suivante :

gﬂ_ (>,<A,7ﬁ)*(c1(mw)ﬁd+1 )

Xa;41.8
= (ddlogmax (|5 - t7])) """ = 3" deg(X 4, s
ses
avec B = (1,01,...,3n) € (@)™ et |8t = (1, |51t“l1|,...,|ﬂnt“'n|) pour tout t €

T4+Y(C) et bs, est le courant intégration sur Ss (voir (24)).

Remarque 1.2. Notons que la preuve du théoréme ci-dessus permet de trouver explicite-
ment 'ensemble S et les coefficients deg(X 4, 1)

En combinant ’équation (3) et le théoréme précédent nous pouvons donc déterminer
par récurrence la hauteur canonique des variétés toriques. Plus concretement, on a le
résultat suivant

Théoréme 1.3. (Voir Théoréme 5.11.) Soit n € N* et d € {1,...,n — 1}. Soit A :=
{a1,...,a,} une sous-famille de Z¢ de rang d. Soit B € (@*)”‘H, On suppose que X 4.3
vérifie Uhypothése o/ et que B € (F*)"*L ou F est un corps de nombres tel que son
anneau des entiers est factoriel. On a,

- Sid<n-—1. On note A’ := Ay (voir (17)) alors il existe T € K tel que
hmm (XA75) = deg(Rl) hmm (X.A’,B) + deg(X‘Alvl) log |NK(T)‘

+ Z Z deg(XA}Sa,l) / 10g ‘Ql(ﬂ-t“ )‘0‘ 5S

. ta’| deg(Ry) "Pso’
0:K—Cs,€S, reTdt(C) maX(|B |<7)

- Sid=n—1, alors il existe aussi T € K tel que

dty N dty,

hom.. (Xas) =10g| Nk (7) + D log|Q1(t1, - tn)lo =

U:K_Mcte(Sl)”
Remarque 1.4. Notons que le terme intégrale dans notre formule peut étre simplifier

(voir Remarque 3.16). Plus concrétement, on donne pour tout j = 1,...,n —d — 1 une
formule pour

hm(x (XA]-,B) - deg(Rj)hmm (XAJ+175)

et

hom .. (Xa,_ap)
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en fonction de B, [K : Q], T1,. ., Tn-d, Wi,...,Wn_q et les éléments de Ay,..., A,_g4
(voir (31) et (32)). Ainsi, on dispose d’une formule pour ho... (X4,8) en fonction
de B, deg(R1),...,deg(Rn—d), [K : Q], T1,...yTn—d, W1,...,Wn_q et les éléments de
.Al, c. ,An—d~

*

)t En gardant

UA,a,i) o:K—C Uune
i=1,...,n

Corollaire 1.5. (Voir Corollaire 3.17.) Soit B = (1,B1,...,8a) € (Q
les mémes hypothéses que dans 3.11, alors il existe uy € N9 et (

sous famille de Q™ tels que

n—d
hmm (X-Aﬁ) = Z U.A,i 10g |NK(TZ)| + Z U.A,G',i 10g |ﬁi|a~
=t ZEs

On a,
ho.. (Xa,8) €log(QNRso).
Done, si hmw (XA”@) # 0, alors c’est un nombre transcendant.

Dans Théoreme 3.19 on donne un exemple de calcul d’hauteur canonique. On considére
la courbe torique X4 . C IP’%) ot A= {1,-1,3} et ¢ = (1,c1, ca,c3) € (Q*)%. On vérifiera
que cette variété satisfait I'hypotese &7 et que ici F' = Q dont 'anneau des entiers est
bien évidemment factoriel. En particulier, si ¢1, ¢, c3 € Z avec ged(c;, ¢;) = 1 pour tout
i #j€{1,2,3} alors, on a

hmm (Xa.) = 2log|cica| + log max(|c3|, |eacs))-

On peut se demander si notre approche peut étre généraliser a des variétés toriques
qui ne vérifient pas nécessairement les hypotheses précédentes. On propose alors une gé-
néralisation partielle qui consiste a étudier la hauteur canonique des variétés toriques qui
sont image dune variété X 4 g satisfaisant les hypotheses précédentes, par un morphisme
monomial P* — PV (voir Remarque 3.20).

2. La construction de Gelfand, Kapranov et Zelevinsky

On note par Q la cloture algébrique de @, le corps des nombres rationnels.

Soit T¢ = (Q")4 le tore algébrique et P"(Q) I'espace projectif sur @, de dimension d
et n respectivement. Soit A = {ao,...,a,} une suite de n + 1 vecteurs de Z?. L’en-
semble A définit une action de T¢ sur P*(Q) comme suit :

x4 : T x P"(Q) — P*(Q)

(s,@) — [s0@g i1 8wy,

< a d iy .
a; ;4
o s% := ] |j:15 i pour tout 2.
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Soit X 4 o l'adhérence de Zariski de I'image de I’application monomiale :
*Aa = ala : T — P(Q), s— [ps™ @ ,s"] (4)

C’est une variété torique projective au sens de Gelfand, Kapranov et Zelevinsky [13],
c’est & dire une sous-variété de P™ stable par rapport a Paction de T¢, avec une orbite
dense X§ , = T % 4 .

Dans la suite on suppose que ag = 0 (puisque [ags™ : -+ : @, = [ag @ @y s* % :
e ansan*ao]).

Proposition 2.1. La variété X 4, dépend uniquement de la géométrie affine de l’en-
semble A. En d’autres termes, soit A C 7%, B C Z¢ et T : Z¢ — Z° une application
affine injective et telle que T(A) = B. Alors X 41 s’identifie naturellement 4 Xpg 1.

Démonstration. Voir [13, Proposition 1.2, p. 167]. O

Exemple 2.2. Dans P?(Q), on considére la sous-variété définie par le polynéme homogene
suivant :

P(x,y,2) =y* — 2z

C’est une variété torique au sens de Gelfand, Kapranov et Zelevinsky. En effet c’est
I’adhérence de Zariski de 'image du morphisme suivant :

T — P?(Q)

s—>[l:s:s%.

Soient n € N>g et d € {1,...,n — 1}. On pose 4, la matrice d’ordre n x d suivante :
a
A=
an

D’apres 2.1, on peut supposer qu’elle est de rang d. On pose A := {ai,...,a,}. Clest
une sous-famille de vecteurs de Z¢, qu’on fixe dans la suite. On suppose que L4 = Z%.

Lemme 2.3. Soit v = (v1,...,v,) € (Z\{0})", alors

T:=z"—-1

)

., . -1 _ . . .
est irréductible dans Z[ml, T1 sy Tn, Ty, 1] si et seulement si vy, ...,V, sont premiers
entre euzx.
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Démonstration. Soit v, ...,v, n entiers non tous nuls. On considere le polynéme de
Laurent T suivant :

T(21,...,2n) =" - ahr — 1. (5)
Si 'on note par d le plus grand diviseur commun des vy,...,v,, alors T est ré-

vy Yn

vy d
ductible, si d > 1. En effet, on a T = (J;ld :mﬁ) — 1 qui est réductible dans

Z[a:l, xl_l, ey Xy, m;l].

S’il existe p1,...,pn, m entiers tels que pivy + ... 4+ ppvy, = 1, on va montrer
que T est irréductible. Supposons qu’il existe P et @@ deux polynémes de Laurent dans
Z[ml,zl_l, ey Ty zgl] tels que :

T(ml,...mn):P(ml,...,xn)Q(acl,...,xn). (6)

On considére ’ensemble suivant E := {1 <i<n | pi # 0} et soit [ son cardinal.
Quitte & réordonner les indices, on peut supposer que E = {1,2,...,l}. On pose :

{xi:yf sil<i<lI
zi=19y; sil+1<i<n.

En remplacant dans (6), on a dans Z[yl,yl_l, Y Ynt]
Yy My A = =Py s ) QU 0 YY)

Comme pivy + ...+ ppvy = 1, égalité ci-dessus devient :

2 p2v2 2 pivy
() () i

:P(yflﬂ"'ay%}layl-‘rla"'ayn)Q(yflﬂ"'ay%}layl-‘rla"'?y’ﬂ)' (7)

En posant dans (7),

21 =Y
zi=— 81 2<i<lI
n
zi=y; sii>1l4+1,
. -1 ~17 .
on obtient, dans Z[zl,zl yeesZny 2 ] :

A — 1= PG, ®)
otion a posé P = P(zl7 (z122)P2, .., (z120)P" 2141y - - s zn) et Q = Q(z1, (z129)P2,. ..,
(zlzl)plvzl+1; cee DZ’I’L)'

Quitte & remplacer z; par z; ' pour 1 < i < n, on peut supposer que z; 252”2 - .. 2P x
z;jfll -+ zkn — 1 est un polynéme de Z[zl, . zn] Il existe v € N™ et i € N™ tels que
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=~ P ~ Q1
P = Z_’j et Q = Z—ﬁ,
avec Py = ) cyn ap2” et Q1 = Y o by2” sont deux éléments de Z[Zl,ZQ, cey zn} et

tels que

PV Vit1 L in

p2v2 =
22 z, i

Z1%9

Si 'on note par S(P) (resp. S(Q)) 'ensemble des v € N™ tels que a,, # 0 (resp. b, # 0)
alors, on voit que :

v+ >v4+pn VYveSP), VY eS®Q). 9)
On peut supposer que
Vit A0 V1<i<n.
Donc, il existe ig et (%) € S(P) et v/ (¥ € S(Q) tels que

. _ (0 7(0)
O%Iilén (vi+v) =v, +v,  #0.
ves(P),v'es(Q)

Supposons, par exemple que Vi((?) > 7, (ce qui est possible d’apres (9)). On écrit alors

Poy_ < Py Q1
v U ATl —min(iis . v © (i o ©
S Voo min (i, V5 )217 z],mln(”’o’ym )Eﬁ

0 20

ou z” et z* sont des mondmes qui ne contiennent pas une puissance de z;,. Comme

) 0

et qu’on a supposé VZ»((?) > v, alors

Py ot Q1
~ ~ . ~ . ~ )
Vig+Htig —min(fi %0(0’),\;, min(fi, ,V,ZO(O))M
i z ; zZH
0 20

sont deux éléments de
+ + + +
Z[zl see s Big—1s Zigr Figalr - - - ,zn].

On conclut par récurrence qu’on peut trouver o/, i’ € N* tels que v+ =10 + i’ et

sy pP2V2 PV i Py @y
1<9 1 1+1 n - Zl‘;/ Zﬁ/v
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avec

@

P

?1:1362[21,...,27&, élii €Z[21,...,Zn].

Si deg,, P > 1, on écrit Pi=Ry -z — Ry, avec Ry # 0 et Ry € Z[za, ..., z,]. De (8), on
déduit que Ry-@Q1 = 1, donc 7 est une constante. Vu les changements de variables qu’on

a effectué, il existe des entiers p1, ..., i, et une constante ¢ tels que Q = ¢ x4 -+ - zhn.
On conclut que T est irréductible dans Z[gcl, xfl, ey Ty x;l]. O
Lemme 2.4. Si A est de rang d, alors il existe n — d vecteurs de Z™, w1, . .., Wy_q, tels
que

Xq,={zeT"|a" =a"VI<i<n—d}, (10)
ol wy; = (rnaX(O7 Wi )y - - -, max(0, wm)) et w_; == (mauX(O7 —wj1), ..., max(0, —wm))
pouri=1,...,n—d (de sorte qu’on a w; = wy;—w_;). Réciproquement, si l’on se donne
un ensemble de n — d wvecteurs wi,...,wn_q de Z™ qu’on peut compléter en une base
{w1,...,w,} de Z", alors il existe A un ensemble de n vecteurs de Z¢ tel qu’on a (10).

Démonstration. Soit ‘A la matrice transposée de A, on a ker(*A4) est un sous-groupe
saturé de Z™ de rang n — d, par le théoréme de structure des modules de type fini sur
un anneau principal, voir par exemple [17, Theorem 7.8], il existe une base {wl, ceey wn}
de Z" telle que {wl, . ,wn,d} soit une base de ker(*A) et donc si I’on pose :

Pi(z) =z —IGZ[xl,mfl,...,xn,xgl] Vi=1,...,n—d,

alors par le lemme 2.3, ces polynoémes sont irréductibles dans Z[xl, xfl, ey Ty T, 1].
Montrons que

Pj(X5 1) ={0}, avecj=1,...,n —d.

Soit donc, z € X 7§ ;. Par définition, il existe ¢ € T tel que x = (1,t%,...,t%). On a
s = Ly 0 = [T I o =TI, 10057 = 1, pour tout j = 1, n—d.

Réciproquement, soit x € T™ tel que

g% —1=0, Yi=1,...,n—d. (11)
Sii=1,...,n, on choisit un réel qu’on note arg(zx;), tel que x; = |z;| exp(?m/—l X
arg(z;)) et on pose arg(z) = (arg(z1),...,arg(zy)) et log|z| = (log|z1],...,log|zy,]).

Alors, le systéme d’équations (11) est équivalent aux deux systémes d’équations suivants :

<wgloglz| >=0, i=1,...,n—4d, (12)
ki =< wj,arg(x) >€Z i=1,...,n—d. (13)
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On vérifie que ker(*A)g et A - R? sont orthogonaux pour le produit scalaire standard
de R™, et comme A est de rang d et que ses vecteurs lignes engendrent Z¢ par hypothése,
alors on a la somme directe orthogonale suivante :

R" = ker(*A)r @+ A -R%. (14)

On en déduit que (12) admet une solution, c’est & dire, il existe y € R? tel que |z| =

exp(A - y).
Montrons qu’il existe n entiers vy, ..., v, tels que
n
Zvj<wi,wj >=k; izl,...,n—d. (15)
j=1
Pour cela, on pose k := (k1,...,kn—q,0,...,0) € Z" et G := (< w;, Wj >)1<4 j<n. On a,

la matrice G est inversible et son déterminant vaut 1, en fait, on peut écrire G = ‘W - W
avec W est une matrice n x n inversible dans ’espace des matrices a coeflicients dans Z et
dont les colonnes sont les vecteurs wy, . .., w,, qui forment une base de Z™ par hypothese.
Par conséquent, on peut trouver v € Z™ tel que

G -v=k.
On considére arg(z) — v dans R™. 1l existe § € R? et ¢ € ker(*A)g tels que
arg(x) — v =g+ A6.
Mais comme < arg(z),w; >= k; =< T,w; >, alors < ¢, w; >= 0 et cela pour tout

i=1,...,n—d. Cest & dire que ¢ est orthogonal & ker(*A)g, donc ¢ = 0.
Si 'on pose

z:=y+2mv/—10,
alors

exp(Az) = exp(Ay + 2w/ —1A0)
= |z| exp(2mv/—1(arg(z) — 1))
= |z|exp(2mv/—1(arg(z)) carv € Z"

=zx.
Donc en posant t = e*, alors

(e<a1,z>, X

T = L, eSTET) = (gLt
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c’est a dire que
r€ X, O
3. Hauteurs canoniques des sous-variétés toriques

Soit 8 = (Boy.--,0n) € (@*)"“. On peut supposer que 3y = 1.! Rappelons qu’on
a supposé que Ly ~ Z%, et donc X4 p est integre. On pose K = Q(B1,...,08,) et
soit Ok l'anneau des entiers de K. Soient wq,...,w,_g4, n — d vecteurs de Z¢ comme
dans Lemme 2.4.

Pour tout ¢ € {1,2,...,n — d}, on note par Q; (resp. R;) le polyndéme dans
Klx1,za,...,2,)] (vesp. K([Tp,...,Ty,]) suivant

Qi = p " = T Ri(To, Th, .. Tn) = B0 T — T

n
avec u; := (*Zwik,wila“',win), (16)
k=1

ot B = [r_, B~ et T =T[0_o T, "

On note par X443 le sous-schéma fermé intégre de Pg = Proj(Ok [To, 11, ..., Tn])
défini par Iidéal homogene, Ok [Ty, ..., T,] NI ou I est I'idéal de K|[Ty,...,T;] définis-
sant X 4 3.

Définition 3.1. Soit X 4 3 une variété torique projective inteégre de dimension d dans
P"(Q) et K un corps de définition de X 4 5. On dit que X 4 s satisfait la condition o, si
les polynémes homogenes Ry, ..., R,_q de K[Ty,...,T,] définisssent X 4 g et pour tout

k > 2, la variété définie par Ry, ..., R,_4 est integre.

Remarque 3.2. La condition &/ ne dépend pas de 8 = (1,01,...,58,). En effet, si 'on
considere ¢ le automorphisme de P défini par I'isomorphisme d’algebres suivant

K[To,...,Tn]—)K[To,...,Tn], nHﬁiTiy

alors on vérifie que 0(X 4 3) = Xa1. En d’autres termes, on peut supposer que 3 =
(1,...,1) dans la définition.

Exemple 3.3. Gréce a la notion de matrice mixte et dominante, on peut construire des
exemples de variétés toriques X 4 g vérifiant Définition 3.1 (voir Appendice A pour plus
de détails).

1 On vérifie immédiatement que Xap=Xa~pgouy-p:=(y:-Bo,...,7 Bn) pour tout v € Q.
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Soient Ry, ..., R,_4 comme avant. On suppose qu’il existe un corps de nombres I tel
que son anneau des entiers est factoriel et que 3 € (F*)"*L. Sous cette hypothese, on a

le lemme suivant
Lemme 3.4. Pour touti=1,...,n —d, il existe ; € K tel que
(R)) N Ok[To,...,Tn] = (i R;).
Démonstration. Soit ¢ € {1,...,n — d}. On a R, = g wW+iTu+i — g=w-iTu-i =
BTwH (TH+i — BwiTu=i), Comme B € (F*)"t! avec OF est factoriel, alors il existe a;

et b; dans OF premiers entre eux tels que 3¢ = 7. On pose 7; := 3*+ib;. Montrons
que

(RIL) N (QK[T'()7 NN ,Tn] = (Tle)
Cela peut se déduire du point (3.) de I'exemple 3.5. O
Ci-dessous, on construit des exemples de corps de nombres F' et des éléments 8 €
(F*)™ qui vérifient le résultat du Lemme 3.4. En d’autres termes, on ne suppose pas
nécessairement que I'anneau des entiers de F' soit factoriel.
Exemple 3.5.
1. Soit L4 C Z? le sous-module engendré par les vecteurs ai, as, ..., a,, que 'on sup-
pose isomorphe & Z¢. On note par H := {x € R"| (z,w;) = 0, pouri = 1,...,n—d}.?

Soit B = (1,P1,...,0n) € (@*)”+1 avec [ = eY " u, pour k = 1,...,n avec v :=
(v1,...,0) € HN log((@io)”) et p; est une racine de l'unité pour i =1,...,n —d.

On a B = ewe) [T i = [, u’, qui est une racine de I'unité et donc
un élément de Ok. Donc, si 'on pose 7 := S¥+* pour tout k = 1,...,n — d, alors

TR, = TW+k — g TV € OkTy,. .., Ty] et on vérifie que
(Rk)OOK[To,...7Tn} = (TkRk) Vk = L...,n—d,

avec K = Q(f51,...,0n). B
2. SiB=(1,B1,...,0n) € (Q )" avec 7w+, 37%~i € Q pour tout i = 1,...,n — d.
Alors 3 vérifie le résultat du Lemme 3.4. En effet, cela résulte du lemme suivant

Lemme 3.6. Soit v = (v1,...,v,) € Z" avec ged (v, .. .,v,) = 1. Soient a,b € Z avec
+ +
i ]

yee s Th

ged(a, b) =1, alors lidéal (bx + a) est premier dans Z[x

2 Ici (-, -) est le produit scalaire usuel sur R™.
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+

Démonstration. Si P € Z[z,... z}

par ¢(P), I'élément de Z défini comme étant le plus grand commun diviseur des
coefficients de P. On vérifie que c(aPy) = ac(Py) et ¢(P1P2) = ¢(P1)c(Pz) pour tous
ac€Zet P,PeE Z[xli,...,aji].

n

| on appelle le contenu de P et on le note

Montrons que (bz’ 4 a) est premier dans Z[zT,. .., zE]. Soient P,Q € Z[zT,. .., x]
tels que PQ € (bz"+a). Notons que (bx” +a) est premier Q[lei, ..., zF], cela résulte
du Lemme 2.3.% Donc, on peut supposer qu'il existe ¢ € Z\ {0} et R € Z[zT,..., z]
tels que ¢P = (bz¥ + a)R. Par suite, gc(P) = ¢(R) (puisque ged(a,b) = 1). Par
conséquent % € Zlzt, ..., xt] et donc P € (b’ +a). O

3. L’exemple suivant généralise les deux exemples précédents : Soit v = (vy,
.., Up) € Z™ avec ged(vy,...,v,) = 1. Soit F' un corps de nombres et soit Op
son anneau des entiers. Soient a,b € Op \ {0} avec (a) + (b) = Op.* Montrons que
l'idéal (bz¥ + a) est premier dans Op[zT, ..., 2F]. Soient P,Q € Op[zi, ..., zF] tels

que PQ € (bz” + a). Notons que (bz¥ + a) est premier F[x{t, .,z

=], cela résulte

de 2.3. Donc, on peut supposer qu'il existe r € O \ {0} et R € Op[zT,... zF]
tels que 7P = (bz” + a)R. Si S € OplzT,... xE] alors on note par &(S) lidéal
dans Of engendré par les coefficients de S. Par suite, 7P = (bz” + a) R implique que
re(P) = ¢(R) (puisque (a)+ (b) = Op). Par conséquent £ € Op [zE,..., 2] et donc
P e (bz’ + a).

Pour tout j = 1,...,n—d, soient a; et b; deux éléments de Op avec (a;)+(b;) = Op.
Il existe 8 = (1,01,...,0n) € (@*)"+1 avec tel que % = % pour tout j = 1,...,
n — d. L’existence de 3 résulte du fait que 'application suivajnte

(C)" — (C)", v (V" )i<i<n,

est un isomorphisme (rappelons que {wy,...,w,} est une base de Z"). Donc, si 'on
pose 7; := b;f¥+ alors (1, R;) = (b;T%+ — a;T"~*) qui est premier, et on vérifie que

(Rl) ﬂOK[To,...,Tn] = (TZRZ) Vi=1,...,n—d.
Remarque 3.7. Soit 3 € (F*)"™! avec F un corps de nombres tel que son anneau des
entiers soit factoriel, alors on vérifie que pour tout choix de A et en gardant les notations
du (16), il existe 7; € K pour tout i = 1,...,n — d tels que

(Ri)ﬂ(’)K[To,...,Tn] = (TiRi) i:l,...,n—d.

La preuve de ce fait est une simple adapation de celle du Lemme 3.4.

3 On peut vérifier que le lemme 2.3 est valable si ’'on considére Q a la place de Z.
4 Par exemple, si a € O \ {0} alors tout b € Z\ {0} avec gcd(b, Nr(a)) = 1 (ot Np(a) est la norme de a
dans F') on a (a) + (b) = Op.
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Dans la suite, on aura besoin du lemme d’algebre suivant

Lemme 3.8. Soit A un anneau commutatif unitaire intégre, et F' son anneau de fractions.
On note par AlTy, ..., Ty] (resp. F[Ty,...,Ty]) Uanneau des polynémes a n+1 variables
a coefficients dans A (resp. F). Soit | € {1,...,n}. Soient Ry,...,R;, | polynomes
homogénes dans F[Ty,...,T,] tels que

1. La suite d’idéaux suivante ((R;C7 Riy1,. .. ’Rl))k:17...,l définit une suite de sous-

variétés de Py, strictement décroissante pour l’inclusion.

2. (Ry) est premier dans F[Ty,...,T,] pour tout k =1,...,1.
3. Il existe oq,...,0, € F tels que (Rg)NA[To, ..., Ty] = (o Rk) pour tout k =1,...,1.

Alors, (Rk, Rk+1, ..., Ri))NA[To,...,Ty] = (6xRk,...,01R;) et (0kRg,...,01R;) est pre-
mier dans A[Ty,...,T,] pour tout k =1,... n.

Démonstration. Posons J := (0xRg,...,00R;) pour tout k = 1,...,1. Montrons ce
résultat par récurrence sur k. Si k = [, alors le résultat est vrai par hypothése. Supposons
que le lemme est vrai pour un certain k 4 1. Le morphisme suivant

Jk
Je+1’

(O'kRk) —

qui envoie un élément de (o} Ry) vers sa classe dans JkJi - est clairement surjectif. Soit

Q € AlTy,...,T,] tel que Q - oxR; € Jit+1. Comme Jiiq est premier (par hypo-
thése de récurrence) alors on a nécessairement Q € Jiy1, car sinon oy Ry € Jri1 =
(Ok41Riy1, ..., 01Ry) et par conséquent (Ry, Ryq1, ..., Ri) = (Rkq1, Rrqo, ..., Ry) dans
F[Ty,...,T,], ce qui contredit I’hypothése (1.). Donc,

(oxRyk) Ik
Jet1 Jep1

AlTy,....Tn] A[T07-~~7Tn]/ J
Ji - Jrt1 Jet1”

Par (2.) et (3.), on déduit que Jii - est premier. Puisque
Alors Jj, est premier dans A[Ty,...,Ty].

On a clairement (oxRg,...,00R;) C (Rk,Rk+1,...,Ri) N A[To,...,T,] pour tout
k=1,...,1. Si f € (Rg,Rgs1,.--,R) N ATy, ..., Ty,], alors il existe Lq,...,L; €
F[Ty,...,T,] tels que f = Zi:k L;R; = Zi’:k o;'Li(0;R;). On peut trouver a € A
tel que ozai_lLi e ATy, ..., T,) pour ¢ = k,...,l. Par suite, af € Ji. Comme cet idéal
est premier, alors on a nécessairement f € Ji. Ce qui termine la preuve du lemme. 0O

On suppose dans la suite que X 4 g satisfait la condition &/ (voir Définition 3.1) et
que B € (F*)"*! avec F est un corps de nombres dont I'anneau des entiers est factoriel.
Rappelons que Zw;, + ... + Zw,_q est un sous-module libre et saturé de Z"™ qu’on a
completé en une base {wi, ..., Wn—d, Wn—dt1,-.., Wy} de Z™. On pose A; := A et note
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par by, ...,bg les lignes de *A;. Pour tout k = 1,2,...,n —d — 1, soit ¢, "homorphisme
de Z-modules suivant

[02) " 7" — Zn_d_k T — (< T, W; >)1§j§nfd7k Vi<k<n-d-1.

En notant que ker(py) est saturé. Par le théoréme de la base adaptée, on peut trouver
bit1,bdt2,--,0n € Z™ tels que ker(pr) = Zbgtq + -+ + Zbg + ... + Zby, pour k =
1,...,n —d— 1. Si Pon note par Ay la matrice de taille (k + d) x n dont la matrice
transposée ' Ay, est formée par les lignes by, ...,bgyqg pour k=1,...,n —d — 1. Alors,

ker(*Ay) = Zwy + -+ -+ Zw, 1, Yhk=1,...,n—d—1.
Par suite, X4, g est la variété définie par I'idéal Jy := (Rg,..., Rn—aq) et X 4, 3 est une
hypersurface dans X 4, , 3 donnée par Ry pour tout k =1,...,n—d—1,et X4, , 3
donnée par R,,_4 dans P} par la condition /.
Pour tout k = 1,...,n—d, on note par X4, g la cléture de Zariski de X 4, g. Autrement
dit, X4, s est le schéma projectif défini par I'idéal premier homogene

Jik N Ok[To, ..., Th].

Comme on a supposé que X 4 3 vérifie 'hypothese & et que 8 € (F*)"T! avec F un

corps de nombres dont 'anneau des entiers soit factoriel, alors Ry,..., R,_q4 vérifie les
conditions du lemme 3.8.° Par suite X4, g est le modele integre pour X 4, 5 sur Spec(Of)
défini par

(e Ry, -+ s Tn—aRn—a),
et que pour tout k =1,...,n —d —1, X4, g est une hypersurface dans Xy, , g donnée

par le polynome si := 1R € Ok [TO7 e ,Tn] et X4, _, p est Uhypersurface dans Pg,
définie par s,,—gq := T,—qRn—q. On a alors la suite suivante de schémas projectives integres
sur Spec(Ok)

X5 =Xap G Xapp & G Xagp G PO, (17)

n—d>

Par la formule due & Faltings (voir [2, (3.2.1), p. 949] pour les métriques C* et [18]
pour les métriques non C*) on a pour tout j =1,...,n—d—1

5 Les vecteurs bit1,...,b, peuvent étre obtenus par récurrence, en utilisant la réduction de Smith.

8 Les conditions 1. et 3. du lemme 3.8 sont automatiques dans ce cas. Comme Iapplication évidente
(Ri;) =& (Rs, ..., Rn—d)/(Rit1, ..., Rn_a) est surjective et que (R;, ..., R,_q) est premier car X 4, g est
intégre par hypothese, alors on déduit la condition 2.
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hmm (XAj’ﬁ) = deg(Rj)hmm (XAj+1ﬁ)

p> tog |55 ], o1 (Ooe)™,
U:K%CXAj-Fle((C)

hoy.. (Xa,_u,8) = deg(Ru—a)hapy., (Po,)

+ 3 [ o] locees (OTDc)" (18

U:K—)CPW,(C)

Comme la hauteur canonique de Pg,  est nulle (voir [18, Proposition 7.1]), alors le
calcul de la hauteur canonique de X4 g résultera de (18), si l'on trouve une formule
explicite pour c¢; (mw)]+d apparaissant dans I'intégrale de la formule (18). Cela fera
l'objet du théoreme 3.10. On a tout d’abord la proposition suivante :

Proposition 3.9. Pour touti=1,...,n—d—1, on a

hom.. (Xai,5) = deg(Ri) hgy (Xai,,6) + deg(Xa,,, 1) log [Nk (7;)]

+ Z 1o |Qi(*v4i+1,5(t))|a

maX('*Ai+1,5t|U)deg(Ri)

o:K—C teTd+i(C)

dti
X (ddc 1ogmax(|*Ai+175(t)\g)) , (19)
et
homy.. (Xa,_ap) = log [Nk (tn—a)|

n Z / log |Qn—d(t)|g

o K —C max(l, |t1|07~'~7 |tn|0))deg(R"7d)

teT”(Cy)
n
X (ddC logmax (1, [t1]s, . .., |tn\g))

ol ‘*Ai+1’5 (t)|¢7 = (|(*Ai+1,5(t))0|07 EER ] ‘(*Ai+1’6(t))n|0') avec *Ai+176(t) = (*Ai+17ﬁ(t)07
s *¥ A,8(0)n) (voir (4)).

Démonstration. Par la formule diie & Faltings (voir [2, (3.2.1), p. 949] et [18, Théo-

réme 5.5.6]),

o (Xa,5) = deg( B homy_(Xan)+ Y. [ loglsillacer @)
o:K—C XAi+1v/3(C)

= deg(Ri) hmw (XA'i+176)
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+ Z / log ||s:(8 - @)|l6,00 <aldC log max (|3 - x\g) o

o: K—>(C Aipa. 1(C)

= dEg(Ri) hmm (X-A'H»IMB) + deg(XAi+171) log |NK(TZ)|

|Qi(*ai11,50)l0 c d+i
+ Z log i +1tﬂ o5 () (dd log max(|*.4,,, stlo )) par4.4.
J:K—ﬂCTd*’i((C) maX(|*.Ai+1,5 |0)

La deuxieme égalité se déduit de la méme maniere. 0O
Soit A’ := {a},...,al,} une famille de vecteurs de Z%*! telle que L4 = Z¥+! avec

d+1<mnetf=>1,5,...,0n) € (@*)”“. Le but de la suite consiste & étudier le
courant suivant défini sur T¢+1(C)

N d+1
(ddC log max(|g - t* |)) ,

ou |3 - t“/| = (1, |Blt“/1|, cee |5nt% ) pour tout ¢ € T4+, Rappelons que ce courant

apparait dans la formule donnant la hauteur de X4 g (voir 3.9).

Notations 1.

1. On note par Log I'application moment donnée comme suit

{-770 ?é 0} — ((C*)dJrl L& RdJrl

(217"'7zd+1) — (10g|21|,...,10g|2’d+1|). (20)

2. Soit f la fonction sur Tt (C) définie par fi(t) := Bt ¥Vt € T4T1(C) pour tout
kEe{l,...,n}.
3. Dans R**! on pose

1851

H;; ::{ueRdHHa —a)j,u) =log =1 B

L } V1<i,j<n. (21)
On note par % l’ensemble de sous-espaces affines de R4+ défini comme suit :
H € J, s'il existe I un sous-ensemble non-vide de {(i,) ‘ 1 <id,j < d} tel que
H= m(z‘,j)eIHi,j~

4. Soit S I'ensemble des points de R4t! défini comme suit : s € S si et seulement s’il
existe un sous ensemble Iy de {1,...,n} x {1,...,n} tel que

{s} =) H-- (22)

T€l
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5. On pose
Ap = {a; e A'|3d], (i,§) € I}, (23)
et on considére X 4, ; la variété torique associée, au sens de Gelfand, Kapranov et
Zelevinsky.
6. Soit s = (s1,82,...,84+1) € S, on consideére
S, = Log_l(s) = {z e gt ‘ lz1| = €], ..., |zat1] = |esd+1|}, (24)

et dg,, le courant intégration sur le polycercle S;.

D’apres la proposition 3.9, afin de calculer hmx (X4,), il suffit de déterminer

(ddc log max (| - 1 |))d+1

C’est I'objet du théoréme ci-dessous.
On consideére sur T¢+1(C) le courant suivant

wg := dd°log max (|3 - t“l|)

ol |3 - t%| est par définition le vecteur (1, B1t91], . .., |Bnton
Remarquons que

) pour tout t € T4F(C).

wp = (xar8)" (1 (OMo)c, , )5

rappelons que * 4/ 5 est le morphisme de T4 (C) vers P" introduit au début de I'article
en remplacant Q par C.

Théoréme 3.10. Soit A’ comme avant. Sur T1(C), on a I’égalité de courants suivante :

wngl = Zdeg(XAifs’l)&SS'
seS

Comme conséquence, nous disposons d’un moyen de calcul, par récurrence, pour les
hauteurs canoniques des sous-variétés toriques X 4 g satisfaisant I’hypothese o7, avec
B € (F*)"™1 olt F est un corps de nombres dont I'anneau des entiers soit factoriel. C’est
I'objet du théoreme ci-dessous.

Théoréme 3.11. Soit n € N* et d € {1,...,n — 1}. Soit A := {a1,...,an} une sous-
famille de Z¢ de rang d avec L4 ~ Z%. Soit 3 € (@*)"H. On suppose que X 4.5 vérifie
Uhypothése o et que B € (F*)"*! ou F est un corps de mombres dont 'anneau des
entiers soit factoriel. On a,
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- Sid<n-—1. On note A" := Ay (voir (17)) alors il existe T € K tel que
hmm (XAJ}) = deg(Rl) hmm (X.A’,ﬁ) + deg(XA/J) log |NK(T)|

Y e [ e

4| )dea(Fr) S+
c:K—Cs,€S5, reTiti(c) maX(|B |<7)

- Sid=n—1, alors il existe aussi T € K tel que

dty A -+ ANdty,

o (Xas) = log Nkl + Y [ loglQuttre )l T

O-:K_ﬂCtE(Sl)"

Démonstration. Le théoréme résulte des Proposition 3.9 et Théoreme 3.10. Les intégrales
qui figurent dans les formules du théoréme seront explicitées, voir Remarque 3.16. O

Afin de démontrer le théoreme 3.10, on commence par établir les lemmes d’algebre
linéaire suivants

Lemme 3.12. Soit R™ [’espace réel de dimension n. Soit H un sous-espace affine de R™
de codimension h. S’il existe Q@ un ensemble fini d’hyperplans affines tel que

H= ()] K,

KeQ

alors, on peut extraire un sous ensemble Q' C Q de cardinal h tel que

H= (] K.

Keqy
Démonstration. Il existe une matrice A (h x n) de rang h, et b € R™, tels que
H={zeR"| Ax =b}.

Pour simplifier on peut supposer que H et les éléments de 2 sont des espaces vectoriels
a l’aide de ’application suivante :

H — ker A

r—x—xg

ou x( est un élément de H. Démontrons le lemme par récurrence sur h; le cas h = 1 est
évident, donc supposons que le résultat est vrai pour h > 1. S’il existe Ky € € tel que

codim( (| K)=h-1,
KeQ—{Ko}
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par suite, (xcq_ (Ko} K vérifie I'hypotheése de récurrence, et on conclut en écrivant
H =Ko N (Ngea-{x,} K)-

Si maintenant, on a V Kg € 2, codim(ﬂKeﬂi{Ko} K) =h, donc H = ﬂKle{Ko} K,
donc soit on est au premier cas, sinon on enléve des éléments de (2, mais comme la
codimension de I'intersection de h espaces vectoriels de codimension 1 est au plus h, cela
termine la preuve du lemme. O

Lemme 3.13. Soit R™ [’espace vectoriel réel de dimension n, muni du produit scalaire
standard qu’on notera <,>. Soit ¢ € {1,...,n — 1}. On considére q vecteurs by, ..., b,
de R™ et g réels c1,...,cq et on pose H; :={x € R"| < b,z >=¢;},Vie{l,...,q}. Si

0 #nH; C Hy, (25)
alors by € Vect(by,...,bg—1), ot Vect(by,...,bs—1) est le sous-espace vectoriel de R™
engendré par by, ..., bg_1.

Démonstration. Si N?_} H; # (), alors on peut se ramener au cas : ¢; = --- = ¢, = 0 et

supposer que {b1,...,b,_1} est libre. Posons F := Vect(by, ..., by).
Soit x € FN(HyN---NHy_1), donc il existe A, ..., Ay € R” tels que x = Y7, \;b;.
Par (25), < z,b; >=0,V1 < i < q, cela donne :

q
0=> X <bib>V1<j<gq

i=1

Si by ¢ Vect(by,...,by—1), alors la matrice suivante :
(< bisbj >)i<ij<q

est inversible, on déduit que A\; = --- = Ay = 0 donc z = 0, cela implique que dim(F +
HiNn---NHy_1)=qg+n—(¢—1)=n+1, ce qui est impossible. O

Notations 2.

1. N, ={1,...,n}.
2. Pour tout z € THY(C), J(2) := {i € N, | |fi(2)| = max(|f1(2)|,-- ., |fu(2)])}-
3. Pour tout z € T(C), c(z) = Card(J(2)).
4. Jgp1 = {2 € TYC) | c(z) > d + 2}.
On note par L le lieu de non-différentiabilité de max(|fi|,...,|f»|) (on suppose que

Vi# g, |f1‘ # |f]|)7 c’est a dire :
L={zeT™(C)|3i #j€Nu|fi(2)| = |£;(2)] et max(|f1(2)],-., [fu()]) = |fil2)]}.

Soit y € L et posons v := Log(y).
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L’ensemble des H € JZ contenant v ordonné par l'inclusion admet un plus petit
élément. Notons le par H, et soit h sa codimension dans R%t!. Par le lemme 3.12, il
existe h + 1 hyperplans de la forme H; ; (cf. 3.12) tels que H, soit leur intersection, cela
est équivalent & l'existence d’un sous-ensemble de {fi,..., f,} de cardinal h + 1 qu’on

suppose égal a {f1,..., fr+1} telle que :
H, = Log{|f1| == |fh+1|}-
Sans perte de généralité, on peut supposer que :
J(y) = {1,...,h+1,h+2,...,c(y)}.

Par continuité, il existe V;, un voisinage ouvert de y, tel que Vz € V,, on a c(z) = c(y)
et J(z) ={1,...,h+1,h+2,...,c(y)}.

Posons :

bj = Q541 — Q1, j > 1.

S’il existe ig ¢ {1,...,h+ 1}, tel que |f;,(y)| = M (y) (ce qui est équivalent & c(y) >
h+ 1), alors v € Hy;, et donc par définition de H,, on a :

H, C Hy;,.
Mais par le lemme 3.13
bi, € Vect(by,...,bp). (26)
Par définition de H,, {b1,...,bn} est libre. On choisit b}, |,..., b5, d+1—h vec-

teurs de Zt! tels que la famille {by,.. by by, by ) soit libre et on considere
I’application suivante :

o . Cit+l — Cdtt
t=(t,.. . tapr) — (G2thr,. . Bigbn gbin g,
Puisque {b1,...,bn, 0} 1,...,0) } est libre alors ® est un isomorphisme.
On introduit donc le changement de variables suivant :
Bi b, ﬂitai . b .
T =—1" (= 1<i<h et z; =t h4+1<i<d+1.
R ( 51t‘“) - ' Flsrsdat

Rappelons que sur Vj,

M(t) = max([fi ()], [ farr O] [far2 @] - -5 [fe) (1)
= max(|f1t" ..., |Bet™]).
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Sur Pouvert ®(V,), on pose :
W = (ddeM (7)),

Par (26), il existe des \;j € Zavec h+1<i<c(y)eth+1<i<c(y),1<j<h

bi=Y Aijbj, h+1<i<c(y)

j=1

et 0; € Q tels qu'on a sur ®(V,) :

h h
d+1 A i Ac(y)j
wIB = (ddc IOg max(l, ‘SU1|, LR |mh|7 |9h+1 H mj(h-H)J |7 AR |90(y) H xj 7 D)dJrl
j=1 j=1

Montrons que ng est nul sur V, si h < d : Pour tout p > 2 soit 1}, le courant positif
défini par la forme différentielle suivante :

h
Ahityi
WI,rBl;l = (ddclog(l O L e e B T L o [ ij(;H)J'p T
j=1

h
)‘Cyj 1ydtt
+16e [T 23 1)7)
j=1

Par la théorie de Bedford et Taylor (voir [1]), la suite (T},),>2 converge faiblement

vers wgﬂ. Remarquons que w’ dﬁy est une forme de degré (d + 1,d + 1) qui est fonction
yd+1

de z1,...,x, mais comme h < d alors cette forme est nulle. On conclut que w’z"" est le
courant nul.
Le cas qui reste est h = d + 1, ce dernier corresponds & H, = {v}, donc v € S.
Comme S est fini, alors Vs € S, 3V, un voisinage ouvert de S, tel que V, NS, = (),
Vs # s. On a donc montré que

Supp(wit!) € Log™!(9).
Plus précisément, on a
Supp((wgﬂ)m) CLog '(s)=8Ss, Vse s

Fixant un s € 9, il existe Qs sous ensemble de {fi,..., fn} de cardinal d + 1 qui

représente ng au voisinage de Sy : wgﬂ = (dd°logmaxycq,

de S;. On note par wgtl son extension & Tt! et par X A1 la sous-variété torique de P"

D4+t au voisinage

définie par ;. La raisonnement précédent permet de conclure que cette variété est de
dimension d + 1 et que
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d+1
wﬂ; #0.

Td+1(C)

Montrons qu’au voisinage de S, il existe une constante C tel que

d+1
wB: = CS'CSSS.

253

Commencons par montrer que Supp(nggl) =8S;. Si Ss\Supp((wg;l)m) # (), c’est un

ouvert de S;; Soit D un ouvert connexe de SS\Supp((ng)Ws ), on a

[t =0
Se

xp la fonction caractéristique de D.
d+1

(28)

Remarquons que wg'y est invariant par rotation, en effet si 6 est une rotation de
)

(St c T4+ (6 est un produit de rotation sur chaque facteur S'), alors on a pour

tout p une fonction C* & support compact sur T4+ :

.80 = [ (@it @

Td+1

=/MMWW%MWH

Td+1

= w5 ' (0),

donc le courant wgtl est invariant par rotation, alors (28) implique que fs

qui est contredit (27), on déduit que
Supp(w§™) = S,
au voisinage de Sg.
Lemme 3.14. [] existe C, = deg(XA/IS,l), non nul, tel que

d+1 _
w@s = CS . (555.

Par une dilatation du polycercle S, en (S!)4+!

dessous :

=0, ce

, il suffit de démontrer le lemme ci-
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Lemme 3.15. Soit i une mesure positive sur (S')P invariante par laction de (S')P, alors
il existe ¢ un réel tel que

n==c- 6(S1)p

Démonstration. C’est une conséquence de la théorie des mesures de Haar sur les groupes
de Lie compacts.
Remarquons que Cs = deg(X 4, 1)). O

On a donc terminer la preuve du théoreme 3.10.

Remarque 3.16. Soient A et Az comme dans (17). On note A’ := As. Soit 0 : K — C
une place a l'infini de K et notons par S, I'ensemble associée & X 4/ 3 (comme dans
Théoreme 3.10) pour la norme | - |,-.

Soit s, € S,. Par définition de I'ensemble S, et par Lemme 3.12, il existe {i; < ... <
tar1t et {j1 < ... < jd+1} deux sous-ensembles de {O 1,...,n} tel que {s} = {u €
RdJrl‘ log |Bi, o+ < azla = log|Bj, |o+ < ajl’u >=- IOg ‘ﬂ1d+1‘0+ < azd+1>u >=
log |Biuy, ot < aj,,,,u >}. Par un simple argument d’algebre linéaire, il existe d + 1
vecteurs de Q" vy 1,...,vs 411, qui s’écrivent en fonction des a;, et a;,, tels que

— (108" |, log |8"#+1],). (29)

On note par i(s) entier i;. On a clairement max(|3 -t |,) = |ﬂi(s)€<s’a2<5>>|a pour tout
teSs.
Explicitons l'intégrale de la formule du 3.11 lorsque d < n — 2. On a

log|Q1(5 - )| s

So

teTd+1(C)

1 / / dty A+ Ndt
teSs,

tas1

dty A Adtgs

1 /
= [ 1og|@e )
(2m)d+t s/ o8| (1), ty- - tay
tes.,

dt; A--- ANdtgq

1 /
— log|(t* )*“* —1
i (2m)d+l Z o] (¢*) - ty-tap
tes,

1 s o w dt1 A~ ANdtge
fz<sa,al>w_“ (271_)d+1 / log|((e® - )*) 171|"tl--—
(Sl)d+l

‘a1

7 Les indices {i1 < ... < igy1} et {j1 < ... < jar1} correspondent & une sous matrice de (af —a_/,-)1§i,j§n
de rang maximal, c-4-d d + 1.
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n

—_Sn ’ .

< Sgy > wWo 1+ E < S, ) > wi; + logt [em Zimi<soaiwn
1 =1

o

I

(2

+ |eZ?=1<sa,a;>w1,i

< sa,a; >w-_1;+ log

.

|

i=1

Notons qu’on a utilisé la formule de Jensen, avec log™ |a| := max(0,log|a|) pour tout
acC.
Par suite,

@B,

n ’ )
max(| - 0] )des(R) “Sea D < 800G > wo i+ logh [eXiz <o az

i=1

g
teTd+1(C)

— deg(R1) log [Bi(s)| — deg(R1) < o, aj(5) > -
(30)

Notons, en particulier qu’ il existe d’apres (29), un vecteur vs, € Q™ tel que le dernier
i1 Vs, 9|

terme s’écrit log |5V B, o

On a donc,

hom.. (Xas) = deg(@1) homy, (Yar,5) + deg(X 1) log [Ny (7)]

n
+ Z Z dEg(XA}SUJ) Z < Sgyay > W1,
i=1

oc:K—Cs,€S,

+ Z Z deg(XA/Isa ’1) zn: 10g+|622;1<8ma2>w1,i

0:K—Cs,€S, i=1

> > deg(X 4y, 1) deg(Ra)log|Bics,)lo

0:K—Cs,€S8,

S>> deg(Xa; 1) deg(Ra) < sq,a(, ) >,

0c:K—Cs,€8,

g

avec deg(Xar 1) = (d + 1)Wvolgar1Conv(al,...,ap ) et deg(Xa, 1) = (d+ 1)!'x
volga+1Conv(a;|3j, (i, 7) € Is,) pour tout s, € S, et 0 : K — C. ’
Si l'on note par ay”’, ..., a;’ les éléments de Ajpourj=1,....n—d—-1letd <n-2.

Alors comme avant on a la formule suivante

hmw (.)(‘.,4].7 ) deg(R )hm (X»Aj-H g) ‘XP_AJ_'_17 )log\NK(T])|
+ Y, Y dee(Xay,,, DY (8o,
0:K—Cs,€5;,0 i=1

> D deg(XAg.H),SUJ)Zlog+|ez7zl(sa'“5ﬂ)wivia
i=1

0:K—Css€5;,0
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- > > deg(Xuy,,, 1) deg(R;)10g|Bics)ls

0:K—=Cs,€5;,»

- Z Z deg(XA/jHJSU’l)deg(Rj) < sg,aggs)a) >, (31)
0:K—Cs,€5;,

avec deg(X 4, ,,1) = (d+j + 1)!vole++j+1Conv(agjﬂ),_. . ,a((ffll)) et pour tout s, €
Sit1,0 deg(XAZ‘ﬂ,zsavl) =(d+j+ 1)!V01Rd+j+1COHV(CL,§J+1)‘Elk, (i,k) € I, ) pour tout
oc: K —C.

Sid=mn—1, alors d’apres ce qui précede ou par [18, Proposition 7.2.1], on a

dty N --- Ndt
hom.. (Xa_as) =log|[Ni(r)|+ Y /log\Qn_d(t)L,—lt p—
J:K%Cte(gl)n
=log | Nk (1)| + log [Ni (B~"+»=4)| + 3" log™ [B"~4],. (32)

o:K—C

Corollaire 3.17. En gardant les mémes hypotheses que dans 3.11, alors il exviste uy €
Nn—d et (VA,0,i) o:K—C une sous famille de Q™ tels que
bl

yeeesTU

n—d
Bi
hom.. (Xas) = > uaqlog|N(m)| + Y vA,a,ilog‘% R
i=1 o:K—C

i=1,...,n

On a,
hmm (XA,/?) € log(@ n R>0) .
Donc, si hmw (XAyg) # 0, alors c’est un nombre transcendant.

Démonstration. Ce résultat est une conséquence de 3.11 et de 3.16. Par la formule
du corollaire, on voit clairement que hmx (XAyg) = log(y), avec v € Q N Rsy.
Par le théoréme de Baker (voir par exemple [21]), hgry (Xa,3) est transcendant si

hmm (XA”@) #0. O

Exemple 3.18.

1. Soit 3 € (Q*)"*! et X4 4 est une hypersurface torique integre de P™. Soit w =
(wi,...,wy) € Z™ tel que w € ker(*A) out A est la matrice dont les lignes sont les
éléments de A. On choisit w tel que ged(wn, ..., w,) = 1. Alors la variété X 4 5 est
définie par ="+ 2" — 7"~ Soient a, b € Z avec ged(a, b) = 1 tels que % = ¢ (voir
notation (16)). D’apres (32), on a

hom . (Xas) =log b5 | +log|B7+| +log™ || = log max([al, [b]). ~ (33)
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2. Soit ¢ = (c1,ca,c3) € (Q*)3. Soit A le singleton (1,—1,3). On considére la variéte
torique associée X 4., c’est une courbe dans P2. On considere u; := (—2,1,1,0),
ug := (0,2,—1,—-1), wy := (1,1,0) et wy := (2, —1,—1). Soit M la matrice suivante

-2 1 1 0
M*02f1f1

C’est une matrice qui vérifie les conditions de la définition A.4. Donc d’apres la pro-
position A.7, R; = cflcng“Jrvl —T"-1 et Ry = csz“Jrvz — cglcng“*’2 définissent
une variété torique qui satisfait Définition 3.1 et le résultat du Lemme 3.4. On vérifie
que cette variété coincide avec X 4 .. On se propose de donner une formule pour
hmx (X4,c) pour tout ¢ € (Q*)%. En gardant les mémes hypotheses et notations,
on a la formule suivante pour la hauteur canonique de X4 .

Théoréme 3.19. Soient a,b € Q tels que § = B (= cico) et ged(a,b) = 1. Si
lerea| < 1, alors

hmw (Xa,c) = 2logmax(|al,|b]) + 21og |72]| — 21og |c1] + 21og |ca|
+log" |efey | +logT ey eyt
Si|eres| > 1, alors

hom.. (Xa.e) = 2logmax(|al, [b]) 4 2log 72| — 4log [e1| + 2logt |2ey tes .

En particulier, si c1,ca,c3 € Z avec ged(c;, ¢j) = 1 pour tout i # j € {1,2,3} alors,
on a

hoy.. (Xa.e) = 2logeica| +log max(|cf, [czcsl).
Démontrons ce résulat. On pose A; := A. Par construction, on observe que

{(1,-1,0),(0,0,1)} est une Z-base de {z € Z3| < z,w; >= 0}. On pose A la
matrice de taille 3 x 2 suivante

1 0

As= | -1 0

0 1
On note par af, ab, a% les lignes de As et on pose a, = (0,0) et ¢g = 1 et
on note A = {aj,a},ay,as}. Dapres le théoreme 3.10, on sait que le courant

(dd® max(1, e8], |egt®2|, |03t“/3|))2 est déterminé en termes d’un ensemble fini de
points S dans R2. Rappelons que s € S, s'il existe ig, 1,142,143 € {0,1,2,3} tels que
(€)% ] = iy (€)1 | = Jeiy (€)% ] = sy (€)™ et Jes (€)% < feiy (e5)%0
tout j € {O, 1,2, 3} \ {io,il, ig,ig}.

pour
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On pose u; := log|t;| et a; := log|¢;| pour ¢ = 1,2. On dispose de 5 situations &

étudier :

(a) Le cas 1 = |e1ty| = |cQt1_1\ et |esta] < 1. Cela donne u; = —a, u3 = ag. Si ag #
—aq alors 'ensemble des solutions est vide. Si ap = —a1, alors ’ensemble des so-
lutions (u1,u2) correspond a une demi-droite. Donc,

(dd® max(1, e8], |eqt®2], \C3taé|))2 est nulle au voisinage de tout point (¢1,t2)

tel que (ug, ug) soit proche de cette demi-droite (voir la preuve du théoréme 3.10).

i. Plus généralement, soient 41,142 € {0,1,2,3}. On considére le systéme suivant
|ci1t’1§1| = |ci2ta22| > |cjt“3'| pour tout j # 41, i. Alors, donc comme avant que
Iintersection de S avec I’ensemble des solutions de ce systéme est vide. On
vérifie que 'intersection de S avec ’ensembe des solutions de ce systéme est
vide.

Le cas 1 = |eit1]| = |esta] et \CQtl_l\ < 1. On a alors u; = —a1, U2 = —a3

et as < uy. Donc, si as < —aq, alors on dispose d’une solution unique s =

(—ai,—ag) € S.

1 = |eaty ] = |esta| et |eiti| < 1. On vérifie qu’on dispose d'une unique solution

s = (ag,—ag) € S si et seulement si ag < —ay.

Le cas |city| = |caty'| = |esta| et |erty| < 1. On vérifie quon a une unique
solution s = (% — G, =% + G — a3) si et seulement si ay > —a;.
1 = |eity] = |caty?| = |estz]. On a une unique solution s = (—ay, —az) si et

seulement si —a; = «s.

Récapitulons; On distingue 2 situations :

— Lorsque a3 + as < 0 c-a-d |c1ea] < 1, alors S = {s1,$2} avec $1 = (—aq, —ag)

et so = (ag,—a3), et deg(X 4, ) = deg(X 4, ) = 1 puisque Aj = {a},a5} et
s1 s2 g
Ay = {aha).
— ar+az >0alors S = {s1} avec s1 = (% — G, G + F —az), et deg(Xy, ) =2
s1
puisque A/Isl = {ah —al, a4 —a}}.
On a 4, c(t1,t2) = (1,c1ty, oty *, eata), Vi1, ta € C* (voir les notations (4)), donc
Ry (*Az’c(tl,tg)) =12 - tfltg. On a alors,

SN 2
log|| Ra| .1 (O(1)ec)
XAzyﬂ(C)
|1 — 7 't - 2
= IOg — dd* IOg max(l, ‘C1t1‘, |Cgt |, |C3t2|) .
T2(/C) max(1, [ert1], |eaty ], |03t2|)2( ! )

Sil’on note s := (r1,r2) € S, alors par la formule de Jensen, on a

[
0og — S,
max(1, [e1t1], |2ty 1\7 lestal)?

T2(C)

=2log|r| + log™ |7‘1_3r2| — 2logmax(1,|cir], |627‘1_1\, lesral).
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Donc, si |c1c2| < 1 (c-a-d a1 + ag < 0) alors

[t — £y 't

_ 2
log = dd®log max (1, |c1ty], |eaty ], esta))
maX(l,|01t1|,|02t11|,|03752|)2( 7 e )
T2(C)
2 2 41
|t1 *tl t2|
= deg(X 4 1) / log = s,
; foi i) max(1, |erty], [eaty ], [esta])?

= —2log|e1| +logT |ciest| — 21og™ |erca| 4 21og o
+logt |y ?es | — 2log™ |escal

= —2log |e1] + 2log |ca| + log™T |cFes | +log™T |y ezt
D’apres (33),

hmm(XAmc) = log max(|al, |b]),

avec ¢ = (= cico) et ged(a,b) = 1.
Par suite,

hmw (Xa,c) = QhWoo(XA%C) + 2log|m2| — 2log|c1| + 21og |ca|

+log™ |cfeg |+ log™ [y e
= 2log max(|al, |b|) + 2log |2| — 2log|c1| + 21og|c2]

+logt [cles |+ log™ [ey e

SiJciea] > 1. On a

1 =t 1 2
log = dd®logmax(1,|cit1], |cat] |, |esta])
/ max(1, |city], [eat7?], |03t2|)2( ! )

T2(C)
[t =t 1]

— Ss
max(l, ‘Cltl‘, |CQt1 1|, |03t2|)2 !

= deg(Xay, 1) / log

T2(C)

= —2log|e1] + 2log |ca| + 2log™ |c2ey teg | — 21og™ |ercal

= —4log|e1| + 2logT |cZey tes .

Donc, de la méme maniere précédente on trouve que
hor)... (Xa.c) = 2logmax(|al, [b]) + 2log 72| — 4log|ci| + 2log™ |cfey Pzt

ot a,b € Q tels que § = " (= cic2) et ged(a,b) = 1.

La derniére formule du théoréme se déduit aisément de la deuxiéme formule.
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Remarque 3.20. Soit ¢ € N>5. On considere la matrice suivante de taille 8 x 10

[ -2 1 1 0 00 0 0 0 07
—2c 0 2¢—-1 1 0 0 0 0 0 O
-3 0 2 0100 0O0O
M- —2c—-1 0 2c 0001 0O0O0
1 0 -2 000 O01O0O0
—2c+1 0 2¢-=2 0 0 0 0 0 1 O
—4c+1 0 4c-2 0 0 0 0 0 O 1

L -1 0 0 0 01 00 0 0

M definit une sous-variété dans P? (pour la construction voir (34)). On observe que M
est mixte avec contenu égal & 1, mais M n’est dominante (voir les définitions de Ap-
pendice A). En effet, la sous-matrice formée par les 8 premiéres colonnes est mixte. On
consideére la variété X 41 C P? donnée par A = {1, —1,2¢—1,2,2¢, —2,2¢—2,4c—2} C Z.
Les lignes de M forment une Z-base pour ker(1,—1,2c¢ — 1,2,2¢,—2,2¢ — 2,4c — 2).
Mais X 4,1 ne vérifie pas la condition &7. Soit f le morphisme suivant,

f:P3 =P (o : @1 wo 3] = [z25,0 < 4,5 < 3.

On vérifie que X 4,1 est 'image de X 4,1 C P? par f, oit X 4,1 est une variété torique
avec Ag = {1, —1,2c¢ — 1} et que la matrice suivante

0 ¢ 1—¢c -1
-2 1 1 0

vérifie Définition A.4 et qu’elle définit X 4. (voir les définitions et la construction de
Appendice A). Donc cette variété satisfait ’hypotheése &/ d’aprés Proposition A.7. Soit
B e (@*)4, et §:= f(B'). Alors on a (par [18, Théoreme 5.5.6])

hom.. (Xas) = hoay (fiXa08) = hpoy. (Xaos) = hoy (Xao,e)-

Dong, si I'on suppose en plus que 3 € (F*)"*! ot F est un corps de nombres dont
I’anneau des entiers soit factoriel par rapport a Ag, alors on dispose d’une formule pour
la hauteur canonique de X4 g similaire au cas étudié précédemment.

Cette observation suggere la généralisation suivante : Soient d < N deux entiers
positifs. Soit A = {a1,...,an} un sous-ensemble de Z¢ avec L4 ~ Z% et soit A la
matrice associée. On suppose que A = C - B avec B (resp. C') une matrice de taille
N x n (resp. n x d) a coefficients dans Z. On note par B (resp. C) I'ensemble formé
par les lignes de B (resp. C). On suppose que C défini un morphisme monomial de P"
vers PV qu’on note par f. Soit 3 € PV(Q) telque 3 = f(8') avec 3’ € P*(Q). Supposons
que B et 3’ vérifient les conditions &7 et que 8’ € (F*)"*! ou F est un corps de nombres
dont 'anneau des entiers soit factoriel. Alors, on dispose d’une formule pour la hauteur
canonique pour X4 g similaire au cas précédent.
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4. Un résultat sur les métriques admissibles

Dans cette section on va montrer un résultat technique a savoir le théoreme 4.4.
Rappelons qu’on 'a utilisé dans la preuve de la proposition 3.9.

Définition 4.1. Soit X une variété projective complexe de dimension d et (L, | - ||) un
fibré en droites holomorphe muni d’une métrique hermitienne continue sur X. On dit
que || - || est admissible 8’il existe (|| ||x)xen une suite de métriques hermitiennes positives
de classe C*°, qui converge uniformément vers || - || sur L.

On définit alors le premier courant de Chern associé & (L, || -||), le courant ¢; (L, || - ||)
défini localement par :

dd*(~log||s?),

ou s est une section locale holomorphe non nulle de L. D’apres [7], on peut aussi consi-
dérer les puissances du courant ¢1(L, || - ||)-

Il est bien connu que lorsque la métrique est C* et strictement positive, alors le
support de ¢y (L, | - ||)? est Zariski-dense. En fait, on montre qu'il est égal & X. Le
théoreme 4.4 a pour but d’établir le méme résultat pour les fibrés en droites admissibles.
Commencons d’abord par ’exemple suivant ; si on considere les métriques canoniques sur
une variété torique lisse X, alors on montre dans [18], que ces derniéres sont admissibles
et on calcule explicitement les différentes puissances des courants de Chern associés, en
particulier le support des puissances maximal est le sous-tore compact (S!)?, qui est
dense pour la topologie de Zariski dans X. En effet, si P =) a,z" est un polynéme
a d variables, nul sur (S*)4, c’est a dire 3 a,e'<"?> = 0 pour tout 6§ € R%. Alors, par
orthogonalité des fonctions trigonométriques, on trouve que a, = 0.

Un autre exemple est celui d’'une métrique || - || qui provient d’un systéme dynamique
sur (X, L, f), alors || - || est admissible, voir [22]. On montre que le support coincide avec
Pensemble de Julia associé a f, voir [12], et que ce dernier contient les points périodiques
de f qu’on montre qu'il est Zariski-dense dans X, voir [9, Theorem 5.1]. Par conséquent,
le support de ¢ (L, || - ||) &m0
théoremes ci-dessous :

est Zariski-dense. Ces résultats sont une combinaison des

Rappelons le théoreme suivant sur la densité des points périodiques définis par une
dynamique algébrique :

Théoréme 4.2. Soit X wune wvariété projective sur un corps algébriquement clos k,
¢ : X — X un morphisme dominant et L un fibré en droites sur X tels que ¢*L ® L soit
ample. Alors le sous-ensemble de X (k) formé des points périodiques de ¢ est Zariski-
dense dans X.

Démonstration. Voir [9, Theorem 5.1]. O
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Si || - |l la métrique invariante par f, si 'on pose
i = gLl )
degy,(X) 7

Lorsque k = C. Pour tout m > 1, on note par P,, l’ensemble des points dans X (C)
périodiques de période m comptés avec multiplicités. Considérons

0P = Card Z 9

ZEPNL

on a le théoréme suivant :

Théoréme 4.3. S X = P", la suite p

m

converges faiblement vers py.
Démonstration. Voir [3]. O

Soit X un sous-ensemble analytique de P* de dimension d. Soit L = (L, || -||) un fibré
en droites admissible sur P". On a

Théoréme 4.4. Soit X une variété projective complexe de dimension d. Si L est un fibré en
droites admissible tel que c1 (L)% # 0, alors le support du courant c1(L)? est Zariski-dense
dans X.

Si H est une hypersurface de X, alors

[ra@i= [ painy
X X\H
pour toute fonction p continue sur X.
Démonstration. Par ’absurde, supposons qu’il existe une hypersurface H de X telle que
Supp(ei (L)) € H.

Par [16], il existe un morphisme propre 7 : X — X avec X est une variété non-singuliére
et E=7n"1(H) un diviseur & croisements normaux. On a 7*L est admissible et

Supp(ci (7*L)¢) C E.

Vérifions ce dernier point, d’apreés [16], T3\ €st un isomorphisme en X\Eet X\H,
donc (c1(7*L)%),  =7*(er(L)?) ) =0, car Supp(ci(L)?) C H par hypothese. En
‘X\E ‘X\H

d’autres termes, on peut supposer que H est un diviseur a croisements normaux.
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On munit O(H) d’une métrique hermitienne C*°, qu’on note par || - ||z. Soit € H, il
existe un voisinage ouvert V' de x, un systéme de coordonnées locales {z1, ..., z4} centré
en r et un entier k tels que

HOV:{Zy'-zk:O}:U?:l{zj:O}.

Soit j =1,...,k et € > 0. On considere H; ., le sous ensemble ouvert de V' donné par
H;. = {|7;| < e}. Soit p,. une fonction a valeurs dans [0,1], C* sur X et a support
dans V, nulle sur V' \ Hj o et égale a 1 sur H ..

Comme le support de ¢1(L)? est inclus dans H, alors pour ¢ assez petit, le courant
(1= pje)ci(L)? est nul sur X. Et on a,

[roglzlluei(z / (psc()10g 1251l + (1= pjc(2))10g 1251l ) er (L)

X

/ pe(2)log 125l mer (T)°
X

= [ pe@oglsluc @

Hj 2e

< log(2¢) / pje(2)cr (L) +1log C / pje(2)er(D)?

Hj o Hjoc

(car localement, il existe C' > 0 tel que ||z;|| gz < C|z;]).
Par construction de pj; ., on vérifie que pour tout € > 0 :

[awis [ pe@a@is [ a@,

e Hj oc Hj o

on en déduit que la suite ( / 0. PieC1 (f)d) converge vers une limite finie [ lorsque
e T 0<ex1
€ tend vers zéro. Comme

[1oglzlluc: @)

X

est finie, cela résulte de la théorie de Bedford et Taylor (voir [1]), on doit avoir nécessai-

/ (L) =52 0.

H]“E

rement [ = 0. Par conséquent
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En posant H, = U;?:lHj@ on a alors

On peut trouver un recouvrement finie par des ouverts (Va)ae 7 comme V,, et on pose
comme plus Hy, ¢, alors H C UgecjHo e
Soit p une fonction continue positive sur X, on a pour tout 0 < e < 1

OS/Pcl(z)dS / per(L)* + / pei(L)?

X X\H. UacsHa 2

< / pa@)?+> /pcl(f)d

X\H. a€J g

=0+ Z / pcl(z)d (car Cl(z)iix\m = 0)

«,2e

<lolaw > [ (@

aed g

«,2e

Ce qui donne par passage & la limite : [, pc1(L)? = 0. Ce qui contredit les hypotheses
du théoréme. On conclut que si L est un fibré en droites admissible tel que ¢, (L)% # 0
alors le support de ¢; (L)% est Zariski-dense dans X.

Par le méme raisonnement on montre que [, pci(L)? = fX\H pci(L)?, en effet, on a

0< [pa@'s [ pa@is [ pamy

X X\ﬁx—; UaesHa 2¢
< /pcl(L)d+Z /pcl(f)d
X\H “CTH .
< /pcl(f)d—i—z /Pcl(z)d
X\H “CTH .
< [ @+l Y [ @@
xX\m aeJHa,2s

ce qui donne que [y pey(L)4 < fX\Hpcl(z)d. Par suite [y pei(L)? = fX\Hpcl(z)d
pour toute fonction continue positive p, sur X. Lorsque p est une fonction continue
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quelconque, on écrit p = p1 — p_, ot py = max(p,0) et p_ = max(—p,0). Et on déduit

/pcl(Z)d: /pcl(Z)d. O

X X\H

que
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Appendice A

Dans cette section, on rappelle quelques résultats donnant le lien entre certaines pro-
priétés combinatorials des matrices et les propriétés algébriques d’idéaux binomiaux.
On expliquera aprés comment produire des exemples de variétés toriques vérifiant la
condition 7.

Dans [15], on considére les algebres de la forme R[S] avec R un anneau commu-
tatif unitaire et S un semigroupe commutatif de type fini et on étudie les conditions
sous lesquelles ces algebres ont une représentation finie, une intersection compléte...
(voir aussi [6]). Dans [8], on étudie les idéaux binomiaux dans 'anneau des polyémes
de Laurent & coefficients dans un corps. Un des résultats principaux de [8] donne une
condition suffisante pour qu’un idéal binomial I = (fi,..., f-), ou f1,..., fr sont des
binémes, définit une suite réguliere dans cet anneau. Cette condition suffisante stipule
que les exposants de fi,..., f, forment un systéme linéairement indépendant. Cette
condition n’est plus suffisante si I est un idéal de I'anneau des polynoémes a coefficients
dans Z, voir [11, Example 2.1]. Dans [11], les auteurs donnent une condition pour que I
soit premier et l'algébre Z[S] soit une intersection compléte, olt S est un semigroupe
associé a la matrice M définie par les exposants de fi,..., f-. Pour cela, ils montrent
qu’il suffit que M vérifie certaines propriétés combinatorials, voir [11, Theorem 2.9, Co-
rollary 2.10].

Soient k et n deux entiers positifs avec k < n. On note par M(kx (n+1),Z) ensemble
des matrices de taille k x (n + 1) & coefficients dans Z. Soit M € M(k x (n+1),Z). On
dit que M est mizte si chaque ligne contient deux coefficients de signe différent. M est
dite dominante si M ne contient pas une sous-matrice mixte de taille k& x k. On appelle
contenu de M et on le note par cont(M), le pged des mineurs de taille k& x k& de M.

Soit © un anneau commutatif unitaire. Soit v = (v, ...,v,) € Z""1. On pose v, =
(max (0, vp), . . ., max(0,v,)) et v_ := (max(0, —vp), ..., max(0, —v,)). Si v € N**1 on
note par T le polynéme de Q[Ty, . .., T,] défini comme suit 7% = T5° - - - TV et on pose

L, :=T% — T%- pour tout u € Z"**.
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On consideére u1, ..., ux, k vecteurs de Z"*! et on pose
u10 U1 U112 N Uln
Ug0 U1 U2 ... U2 n4l
M= . : ; (34)
Uk,0 Ukl Uk2 ... Ukntl

L;:=T"+i—T"ipouri=1,...,k, Ip:=(L1,..., L) I'idéal de Q[Ty,...,T,] engen-
dvé par Lu,..., Ly, If; = (Lulu € S5 Zwy) et Tng = (LyJu € (5, Quy) N Z7+Y).
Clairement, on a

Iy CIXJ CTM.

Proposition A.1. Suppose que Q = Z. Soit M € M(k x (n+ 1),Z) une matrice mizte,
dominante telle que les lignes sont linéairement indépendantes. Alors Iny = Iy,. Réci-
proquement, si les lignes de M sont linéairement indépendantes et M est mixte alors le
fait que Iny = Iy, implique que M est dominante.

Démonstration. Voir [11, Theorem 2.9]. O

On définit Gy = Z" " /(us,...,ux) et Sy le semi-groupe de G engendré par
€0, - - -,en, la base standard de Z"*'. On note par p* I'application surjective suivante,

n
1
P Nt Sy v = (v, ..., vn) g v;€;.
1=0

Cette application induit le morphisme surjectif d’algébres suivant
Q[p*] :Q[To,...,Tn] —»Q[SML T; — ]-p*(ei)'

On pose Ig,, = ker(Q[p*]). D’aprés Herzog, on peut définir une Sy;-graduation sur
Q[To,...,T,] comme suit : F € Q[Ty,...,T,] est dit homogéne de degré s € Sy, si
F =3, o,X" avec p*(v) = s pour tout s tels que o, # 0 (voir [15, p. 177]).

On montre que

Is, = I;\}a
voir [20, Lemma 4.35]. Rappelons la preuve ; Soit u € Zle Zi, on Q[p*[(Ly) = 1pe (uy ) —

1p«(u_y =0, puisque uy —u_ =u € (u1,...,ug), donc Iy, C Ig,,. Réciproquement, soit
L=>3"a;X" e Ig,, homogene de degré s € Sy, done (3, ;)15 = 0. Par suite,

L = Zai(Xvi o va) _ ZO[iX*inf(vi,vm)(AX(vifvm)Jr - X(vifvm),)
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et v; — Uy € Y, Zu; (car rappelons que p*(v;) = s pour tout ¢.). On conclut que

Is,, = Iy

Lorsque cont(M) = 1, alors on montre que Gp; ~ Z"1=%_ En particulier, on a dans
ce cas Ig,, est premier. En effet, on a Q[Sy] C Q[Gu] ~ QT Ty, ..., T . T ] qui
est integre.

Proposition A.2. Suppose que Q = Z. On a Z[Sp] est intersection compléte si et seule-
ment M est dominante avec contenu 1.

Démonstration. Voir [11, Corollary 2.10]. O

Proposition A.3. Soient M une matrice mizte k X (n+ 1) et Q un anneau commutatif
unitaire et intégre. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. M est mizte et dominante avec cont(M) = 1.
2. Ing C T, ..., Ty) est premier et uy, ..., u sont linéairement indépendants.
3. Iny C K[Ty,...,Ty] est premier d’hauteur k, ot K est un corps.

Démonstration. [20, Proposition 4.47]. Notons que 'implication 1) = 3) peut se dé-
duire des propositions A.1 et A.2 et en notant que si ces résultats sont vrais pour un
anneau () alors ils restent valables pour tout anneau. 0O

Soit M comme dans (34), et on suppose que u;g = — Z_?:l u;j pour tout i =1,..., k.

Donc, les polynémes Ly, ..., L; sont homogenes, et Ip; est un idéal homogene (par
rapport a la graduation usuelle) définissant ainsi une sous-variété projective. Soient K
un corps et ¥ = (Y0,...,7n) € (K*)"*! avec 79 = 1. On note par [y] I'isomorphisme
d’algebres suivant

[v]: K[To,...,T,] = K[To, ..., Tn) T;— vT;.
On a clairement, I est premier dans K|[Ty, ..., T,] si et seulement si [y]*Ip; est aussi.

A.1. Une application

Dans ce paragraphe on utilise les notations de la section 3. Soient d < n, 8 € (@*)"+1

avec fg = 1, K et Ry,...,R,_4q comme dans la section 3. On aisément vérifie que
B)*(R1,...,Rn—q) = (L1,..., Ln—q) dans K[Ty,...,T,]. Par suite, si M est mixte, do-
minante et cont(M) = 1, alors d’aprés ce qui précede, l'idéal (R, ..., R,_4) est premier

dans K[Ty,...,T,]. Cela nous motive & introduire la définition suivante
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Définition A.4. Soit M comme dans (34), avec u;p = — Z;—;l u;; pour tout i =1,... k.
On dit que M vérifie ’hypothese (Z) s’il existe (M;);=1,... r une suite de sous-matrices
de M de taille ¢ x (n + 1) respectivement, telles que M; est une sous-matrice de M,
pour tout i = 1,...,k — 1 et M; est mixte, dominante et cont(M;) = 1.

Remarque A.5. Si M € M(k x (n+ 1),Z) est mixte (resp. vérifie cont(M) = 1) alors
toute sous-matrice de M de taille ¢ x (n + 1) est mixte (resp. a un contenu égal & 1).

Exemple A.6. Soient c1,cz,c € N>,

0 cic 1—c -1

M =
0 —Co — 1 Co 1 0,
et
c—1 —¢c 1 0 O
M, = 0 -1 0 1 0
0 -1 0 0 1

Alors My et M; vérifient les hypotheses de la définition A.4. On vérifie que My définit
la courbe X 4,1 dans P? avec Ag = {1, —co,c1 — o +c102}.

Proposition A.7. Soit M € M(n —d x (n+ 1),Z) qui vérifie Uhypothése (I). Soit f =
(1,B1,...,0n) € (@*)”H, alors X 4 g vérifie la condition o (voir Définition 3.1).

Démonstration. Comme M vérifie 'hypothese (Z), alors en particulier M est dominante,
mixte avec cont(M) = 1, donc l'idéal (Ry,...,R,—_q) est premier dans K[Ty,...,T,],
ou K = Q(f1,-..,0n). Quitte a réordonner les indices, on obtient par induction que
(R;,...,Rp_q) est premier pour tout t =1,...,n—d. O

Remarque A.8. Signalons qu’on dispose d’un algorithme en temps polynémial permettant
de reconnaitre si une matrice est mixte et dominante, voir [10, p. 198].
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