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Résume

Soient M une variété riemannienne compacte de dimension 3, X son mouvement brownien,
M une sous-variété compacte de codimension 2, et w une 1-forme fermée sur M’ = M\ M; alors
I'intégrale de Stratonovitch ¢ ! | w(X,) converge en loi vers une variable de Cauchy.
Abstract

Let M be a Riemannian compact manifold of dimension 3, X its Brownian motion,
M a compact submanifold of codimension 2, and @ a closed 1-form on M’ = M\ M, then the

Stratonovitch integral t ~! [ w(X,) converges in law towards a Cauchy variable.
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1. Introduction

L’étude asymptotique des nombres de tours du mouvement brownien a déja depuis
Spitzer [19] donné naissance & de nombreux articles.

Dans le cas précis du mouvement brownien plan, elle a été conduite intensivement,
surtout par Le Gall, Pitman et Yor; on trouve ainsi en particulier dans [18] la
premiére version du théoréme des résidus stochastique asymptotique, qui généralise
I’étude asymptotique des nombres de tours conjoints.

Il existe au moins deux directions naturelles de recherche pour développer plus
avant ce genre d’étude, et elles n’ont encore été que partiellement explorées: il est en
effet naturel d’une part de chercher a sortir du cadre du plan euclidien, et d’autre part
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de tenter de relier de telles études a des objets ou des problémes de nature
géométrique. Ces deux directions de recherche ne s’excluent d’ailleurs nullement.
Citons pour la premiére de ces deux directions [16], dont le cadre est une variété,
([13], 7), dont le cadre est $2, [14], dont le cadre est R? euclidien, et ([5], 5), dont le
cadre est S§3, SO; ou SH;.

Une des premicres avancées dans la deuxiéme direction est sans doute [15],
qui traite de l'enroulement asymptotique du brownien plan du point de vue de
I'homologie.

Quelques travaux progressent dans les deux directions a la fois; citons tout d’abord
[20], qui traite de I'enroulement asymptotique du brownien de S3 autour de lacets du
point de vue de ’homotopie; citons ensuite [6], qui donne dans le langage géomét-
rique des 1-formes differentielles une deuxiéme version du théoréme des résidus
stochastique asymptotique, valable sur une surface riemannienne compacte généri-
que; citons enfin [7], qui donne un théoréme des résidus asymptotique pour des
1-formes différentielles sur des surfaces de courbure négative constante, le mouvement
brownien ¢tant remplacé par le flot géodésique.

Dans cet ordre d’idées, le présent travail propose en dimension 3 le résultat
analogue de celui de [6]; la méthode mise au point dans [6] reposant fortement sur
I’existence en dimension 2 de coordonnées locales conformes, il en fallait une nouvelle;
celle qui est présentée ici repose sur une utilisation particuliére des fonctions de Green,
et offre probablement I'avantage de demeurer pour une large part valable dans les
dimensions supérieures; elle ne semble pas en revanche permettre d’obtenir comme
dans [6] une expression géométrique du paramétre de la loi de Cauchy asymptotique,
a cause de la mauvaise connaissance qu'on a des fonctions de Green prés de la
diagonale.

2. Plan de Particle

Section 3: On définit un systéme de coordonnées cylindriques (r, ¢,z) dans un
voisinage tubulaire D d’un lacet simple % de la variété M; on exprime ensuite dans ce
systéme la métrique d1? et le développement stochastique infinitésimal de la diffusion
(., ¢, z,) induite dans D par le mouvement brownien X,.

Section 4: Ici est introduite la fonction greenienne G sur laquelle repose la méthode
suivie dans cet article; son intérét est d’étre en méme temps harmonique et proche de r;
ce qui permet en particulier de remplacer D par & défini seulement a 'aide de G. Une
autre justification du recours a G est que ni les méthodes usuelles d’approximation de
diffusions ni la transformation de Girsanov ne permettent de se débarrasser du terme
de drift présent dans I'expression de dr,.

Section 5: Comme dans [6], on examine une suite d’excursions qui pénétrent
suffisamment dans &, puis on en déduit la convergence en loi de t ¢, ou ¢, est
définie de fagon a former avec G(X,) un produit semi-direct, tout en ayant le méme
comportement asymptotique que ¢,; le couple (G, ¢), quoiqu’il ne puisse pas servir de
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coordonnées, tient lieu ici du couple de coordonnées conformes (r, ¢) de [6]; la
démonstration de la Proposition 3 est d’ailleurs pour I'essentiel reprise de [6].
Section 6. On considére ici n lacets simples .#; et une 1-forme w définie hors des %
et fermée prés des &;.
Les Lemmes 11 et 12 (repris de [6]) assurent que £~ ' [, w(X;) est asymptotiquement
négligeable si w est réguliére ou exacte; la Proposition 4 raméne alors I’étude de
t [, o(X;) a celle des nombres de tours ! conjoints de X, autour des & ;;on termine
en appliquant la conclusion de la Section 5.

Notations 0. Y, ~ Z, signifiera: ¥, — Z, converge en probabilit¢ vers O lorsque
t— + 00.
Fi(ri i, zI) pourra étre abrégé par F{, ou F(ry, s, z,) ou F(X,) par F;.

3. Un systéme de coordonnées cylindriques locales

Soit M une variété riemannienne connexe compacte de classe C? et de dimension 3.
Notons dI* sa métrique, 4 son opérateur de Laplace-Beltrami, m sa probabilité
invariante, ¥ son volume, d sa distance géodésique, et X, son mouvement brownien.

Soit % un lacet de M, de classe C* et de longueur /#, qu’on suppose sans point
multiple.

Notations 1. r(x) = Log[d(x, )] pour tout x de M, et pour R das R_
D=Dg=rY[—oo,R])et D'=Dy=r"'(]—0,R[)= D\&Z.

Fixons sur % une abscisse curviligne z décrivant R/ZZ et telle que || d/0z| = 1.
Fixons en chaque x de # une base orthonormale (e!,e? ¢*) de T, M dépendant
réguliérement de x telle que e*e 7,.%. On dispose ainsi en chaque x de % d’une
longitude y € R/2nZ et d’une latitude 6 e [ — n/2, /2], de sorte que e' = {0 = y = 0},
e’ ={0=0,¢ =n/2}, &> = {0 = n/2}. Pour xe % encore,
notons: V,(0, ¥) le vecteur normé de coordonnées 6 et y dans T, M,
9.(Y) la géodésique déterminée par x et V (0,¥) et arrétée par oD,
p la projection de () sur x, et ¥ (x) la réunion des %, (¢) pour i décrivant
R/2nZ.
Fixons R assez petit pour que: ¥ (x) N L (x') = @six # x'dans L, D = ). » F(x), et
r(x) = Log[d(x, p(x))] pour tout x de D.

Notation 2. Pour tout x de D’ soient z(x) = z(p(x)) et (x) I'unique ¥ de R/2nZ tel que
XE€Y ().

On dispose ainsi d’un systéme de coordonnées (r,, z) sur D’'.
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Lemme 1. Dans D', dl? s'écrit:

e (dr? + v dyr?) + h?dz? + 2e'wdy dz.

Preuve. Dans un voisinage de tout x de D', on a également un systéme de coordon-
nées (r,y, 6):

(T, l//a 0) s expp(.)c)(er Vp(x) (Ba l//))a

or d’aprés [8, 9.7 p. 52] la pseudo-sphére S(p(x), e"™) est orthogonale & %,,,,(¥(x)), ce
qui signifie que 8/0r L{6/0y, 0/60} dans tout D’; d’on également 0/0z L 8/dr; exprimant
ensuite 4 I'aide des coefficients de Christoffel I'f, que ¢, (y) est une géodésique, on
obtient:

i2 agll + gi3 6911

(71// 0z

pour i = 1,2 et donc g, = g;,(r); on exprime enfin que €" est la distance de (r, ¥, z)
a (— o0, z) pour obtenir que g;,(r) =€*. OO

r(e) + Ti(r(@)? =0=Tf =T}, doug =0,

Notations 3. Posons

g=@h*—-wh)'"?  G=e"—(Logy),

a=g"" X(e’%(hzg’l)—%(wg‘l)> et

0
b=g! ><(*(vzg“) —e '—(wg“)>
0z
Lemme 2. (i) g, w2, v,h,g ', h™! se prolongent en des fonctions de classe C> dans D;
(ii) les restrictions de h et g a & valent 1;
(i) on a dans D:

dm=V"le*gdrdy dz

et
2 2

o* 0 ] . 0
_ 2r 2,,-2 — -r -2 2,-2 7 r~ 7
A=e” <62 + h'g 5‘/’) 2e""wy 8¢62+Ug 622+e 95

_. 0 6
+eTa—+ b —
oy
(iv) §, a et b sont des fonctions de classe C? bornées dans D, et donc sont dans
LY(D,e "m);
(v) pour toute fonction F continue bornée sur [ — o0 ,R] on a:

f F(r)bdm:f F(rie”"adm =20
D D
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Preuve. (i) Posant x = e"cosy, y = ¢"siny, et dI? = g;;dx' dx’ dans les coordonnées
(x,y,z), on obtient des fonctions g;; réguliéres dans D telles que:

w? = (g13)* + (d23)% V=G + g2 — 1, 9> = det((g;;)) > 0;

(ii) le choix de z impose que h|g = 1; d’autre part par restriction de dl? la
forme-volume induite sur {r = u} est do, = e“g(u, ¥, z)dyy dz, équivalente lorsque
u— —oc a(e*dy) g(— o0,z)dz, ce qui impose a la forme-volume induite sur . de
valoir d4 = g(— o0, z)dz; donc le choix de z impose également que g| ¢ = 1;

(iii) on a d’aprés le Lemme 1, det((g;;)) = e¢*g? et on applique la formule

é . 0
_ -2 Y | L 2 _© 3.
A = (det) p <g (det) 6x’)’
(iv) il suffit de remarquer que
i) 0 ) 0 _, 0 0 . J
w—coswa—smwa—( et e 5—-cos¢/5;+smd/@,

(v) il suffit d’intégrer par parties. [

-r

Lors de chacune de ses excursions dans D, du fait que .Z est polaire, X, induit une
diffusion (r,,4,,z,), qu’on étend a R, entier en posant:

Notations 4.

t t

LX)dr, ¢ = f 15(X,) 4,

rOZRSiX0¢D, r,=r0+f
0

o]

Z, = J 1p(X,)dz,.

0

Lemme 3. (i) Notant B, W, Y trois mouvements browniens réels indépendants, on a
dans D'

dry=e " dB, + e "§,ds/2,

do, =e "hg, AW, + ¢ "a,ds/2,

dZ;=h;'dY, — why 'gs VAW, + byds/2,
(ii)

t 1z~ ! jt 1p(X,)e "a,ds = 0.

o]
Preuve (i) Donnons-nous a priori un mouvement brownien sur R3:
B
B=|W|,
Y
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un vecteur
Vl
v=|v?,
V3

et une matrice A de format (3.3), les coefficients de I et A étant des fonctions
numeériques de classe C* dans un ouvert de R3; notons

une semi-martingale solution de: d)?s = A()fs)dﬁs + V(X,)ds; pour toute fonction
F de C?%(R3 R), 1a formule d’It6 sécrit:

dF(X,) = Y D;F(X,)dxi + 27'Y D,D;F(X,) (dx.,dx}>
i i, j

= (DF (X)) A(X,)dB, + ¥ [(A4");(X,)1[D;D,F (X,)1ds/2

+ (DF (X)) V(X,)ds;

par conséquent le générateur de X est F— 2-1Zi,j(AAt)ijDiDjF + V'DF; on peut
donc remplacer X par

r

@
z

dans D’ ssi ce générateur vaut A/2, ie ssi
) J .. .
VI=27gTRY gt et AA' = ((g"))
~ Ox

(une présentation un peu différente de ceci se trouve dans [11, V, th1.2]; et cherchant
A sous la forme

e” 0 0
0 o O},
0 A v
on trouve:

a=e""hg™1, A= —wh g7} y=h"1

t t
(i flf Lp(X)hs 'dY, et t“f Lp(X,)wihy 'g L dW,
0

0
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tendent vers 0 dans L2, et le théoréme ergodique fait avec le Lemme 2(v) que

t t
t‘f 1p(X,)b,ds et t‘lj 1p(X,)e ™a,ds tendent p.s. vers 0. [J

0 0

Lemme 4. La distribution Ar se caractérise dans D par: pour toute F dans C*(M)
a support dans D:

<Ar,F>=j e’gFVdm+2nJ Fdz.
D’ 1’4

Preuve. Le Lemme 2 (iii) montre que Ar = e~’§ dans D', et donc en appliquant la
formule de Green et le Lemme 2(i) et (ii) on obtient:

{Ar,F> j AF-rVdm = lim f AF-rVdm
M fu<r<R}

U~ — 0

F
= lim [f Fe"gez’gdrdt//dz-kj ?—ue“gdwdz
{usr<R}

= — 0 {r=u} on

é
— J —rFe“gdtpdz:|
{r=u) cn

oF
f Fe'ggdrdydz + lim ue"J- —gdydz + lim f Fgdy d:z
D’ { {r=u}

u—> = r=u} an u—> — oo

:j e'g~FVdm+0+2rcf Fdz. O
D &

4. Fonctions de Green

Soit O=ag >0 20> 20,2 o=V V4 ¢y,....,dn,...) la résolution
spectrale de (M, A) (relative a la mesure invariante V- m).
Considérons le noyau de la chaleur associé, et sa fonction de Green:

px, y) = Y e (x)di(y)

k>0

et

Glx,y) = f () = V i = =2 27 ) be(y)

k>1

(voir [12,17]); on a au sens des distributions:

AG(x,' )= =2 Y o7 ¢u()Ap = —2 ¥ de(i = =200 — V1),

k=1 k=1

Fixons x, dans M\ D, et posons:

G*(y) = G(x0,y) — G(z,y) de sorte que AG* = 2(5, — 6s,).
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Définition 5. Soit G le potentiel électrostatique défini par;
G(y) = "J G*(y)dz
z
pour tout y de M. Nous allons voir que G approxime bien r.
Lemme 5. G est harmonique dans M\(Z U {xo}), et V(r — G)e L*(D, m).
Preuve. Pour toute F dans C2(M) on a au sens des distributions:

(AG,F> = th (AG* FYdz = j 2UF(2) — F(xo))dz = 2nJ Fdz — 2nfF (xo);
£ ¥ £

en particulier, AG = 0 dans M\(Z u {x,}), et la distribution (r — G) est de laplacien
égal dans D a la fonction e "§e C%(D') n LY (D, m) (Lemmes 4 et 2 (iv), appliquant le
théoréme d’hypoellipticité 18.1.29, p. 471 de [9], on obtient:

A(r — G)eL'(D) = F(A(r— G)eL*(D) = A(r—GeH_, = (r—G)eH,,
d’ou

(r—GyeL*(D,m) et V(ir—Gel?*D,m. O
Lemme 6. (r — G) est bornée dans D.

Preuve. (i) Pour tout ¢ > 0 posons

Gx,y) = f ey =V di= =2 T e () ey

c k>1

il est clair d’aprés [17] que G, est bornée sur M2, et donc que
G— j‘op, dt est bornée sur M 2; or d’aprés [2, p. 204] on a:
|p: — (2mt)~3e 42y < CL™ 12,

ou
uo(x, y) = [det((gy;(x)))/det((g:;(»))]"*;

ceci fait en particulier que
~ C
G— j (2mt) ™ 32692y, dt
0

est bornée; or changeant ¢ en d?/2t* on a:

¢ (2¢) 14
J (2me)” 3292 dt — 2nd) ' = n32d ! f e~ dr,

0 0

ce qui montre par régularité de uy que [G — (2nd) '] est bornée sur M?;
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(i) La définition 5(i)) et la régularité de G~(x0, ‘) dans D font que
y— G(y) + 4 (2nd(z,y)) ' dz est bornée dans D;
or, d’aprés le Lemme 1 et le Lemme 2(i) et (ii), et par régularité locale de d, on a pour
tout x de &:

ld(x,y) — ((z(x) — 2(p))* + ) 2| < C((z(x) — 2(y))* + ¥ ),
ceci entraine que (d ~1(x, y) — ((z(x) — z(y))* + €*"®")~ /?) est bornée, ainsi que son
intégrale sur .%; donc

/12
y- G(y)+2‘1f (u? + e*)"12dy

—£/2
est bornée dans D; on conclut en remarquant que

£/2
ry)+ 271 J (u? + e 12dy = Log(£/2 + ((£/2)* + e*"®)"/?)

—£/2

est bornée dans D. O

Définition 6. Soient G, = G(X,), 4 = || VG|, T un mouvement brownien réel indépen-
dant de X, et

[ 0

14 t
Ft = J 1(1s¢0)ﬁ:;1dG5 + J 1{15=0)drs'

Lemme 7. (i) G, est une martingale locale, I' est un mouvement brownien réel, et on
a dG, = A(X,)dT;

(i) (A —e ")eL*(D,m);

(i) dry,dW,> = f,ds, ou f est mesurable dans D’ et vérifie:

[fil <1 ps. et A*feLl(D,m)
Preuve. (i) G, est une martingale locale parce que % U {x,} est polaire, et a cause du
Lemme 5; on a de plus (dG,)> = AZ ds (ou bien, autrement dit, dG, = (VG|dX,),); d’ou
dIi > = dset {dG, — 4,dI’,> = 0, ce qui suffit puisque I', et j{) (dGs — A,dT) sont des

martingales locales;
(if) Utilisant le Lemme 3(i), on a lors de chaque excursion dans D:

aG oG oG
G. = —rs “rsp, -1 -1 _ —1,-1
dG; <6r >se dB; + ((M >se hgs 'dW, + <——az >s (hy 1dZ, — weh, 'gs " W),

d’ot dans D”:

- _, [olr — G\ \? ., 0G)? . . 0G . _, 0G\?
/{2: r__ r 17 r b 1 1- .
<e °( ar >)+<h 6z>+°hg o M E)

soit A =A% —e”%; 1 étant > 0, on a (1 — e ") < |1| dans D’;



260 J. Franchi | Stochastic Processes and their Applications 52 (1994) 251-272

il suffit donc de verifier que fxeL‘(D, m); or notant

d 3]
V., = —2r —a—2rp2, 2 __aTr -2
1 =¢€ Eo V,=¢e"“"h%g a0 e "'wg pe et
é 3,
2,2 —aTr -2
Vi =g 2 e "wyg o’

on remarque quon a V=(V,,V,,V;) et §/0z =¢'wV, + h?V, dans D’; le Lemme
5 entraine donc que

-~

2
J=e(V,(r — G))? — 2V, (r — G) + h™2 (%g) + h™2g%e¥(V,G)* e LY(D, m);

(iii) d’une part |<dI,,dW,>|* < {dIy><{dW,) entraine | f;| < 1 p.s.; d’autre part on
utilise que

f=1us0 2" th™1ge’ V5 G, que Je" = (1 + Je?")>e L2(D,m), que

V,Ge L*(D,m), et le Lemme 2(i), pour obtenir:

J 12|f|dmstie'|V2G|dm< o0 . O
D D

4. Excursions dans (K, 2)

Fixons un réel < 0: R, et un réel > O: p, et posons:
Notation 7. 9 = {G <R} et K={G <R —p}.

Remarque. Le Lemme 6 assure que pour R assez petit tout ce qui précede (sauf
peut-étre le lemme 3(ii)) est valable avec 2 au lieu de D; de plus, comme G|;5 = R,
K est un compact inclus dans Pintérieur de 2.
Definition 8.

Ty :Inf{t>0|X,EK}, Ck=lnf{t>‘ck|X,¢9}, Tk+1 =Inf{t>ck|X,€K}

et

e
#, = Max{keN*|{, <1}, O’k=J A2 ds.

Tk

Lemme 8. Les variables o*, k > 2, sont indépendantes et ont pour loi celle du temps
d’atteinte 6, de p par un brownien réel issu de 0.
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Preuve. Fixons un entier m > 2 et aq, ..., a,, dans R ; on a par la propriété forte de
Markov:

E [exp( - ZIV_: akok>] =E [Exrm(e“'"”')exp ( - ':il akok>] ;
k=2 =2

or G(X.,)= R — p entraine que Py, — p.s. on a:

t
G=R—p+§ (J A2 ds) avec f§ brownien réel issu de 0, et
4]

Inf {t | G, > R} : ‘
alzj ideZInf{j AZds ﬁ(f ).fds>>p}=a,,;
0 0

0
m—1
[exp( Z a,o >:| = [EI:[EO(e“'"”ﬂ)exp < -y aka">:|
k=2
— o~ P(2am)' [exp ( _ mil ako_k):l
k=2

m

= | exp(—p(2ax)"'*) par récurrence. ]
k=2

d’ou,

Lemme 9. t~ 'y, converge p.s. lorsque t — oo vers un réel a déterministe > 0.

Preuve. Soit E 'ensemble des excursions de 02 a 0% via K définies sur un intervalle
[0,{], ie. des fonctions e continues de [0,{] dans M telles que: e(0)}ed2,
t=inf{t >0|e(t)eK} < o0, et {=inf{t >1|e(t)¢P} < oo; soient Q= EN"
{Y1...., Y4, ...} les coordonnées dans Q, Y, <0 = Y, ;, et Q la probabilité sur £ con-
ferant a (Y,,..., ¥;,...) la loi de (X1, 000 --» X |1g.tes 115 ---) PoOUr la probabilité v,
invariante pour la chaine X, sur 62 (I'existence de v, est démontrée dans [1, I1]);
comme (g = {00, + {;, on a 6(Q) = Q, et donc le théoréme ergodique de Bi-
rkhoff affirme que, {° ¥, étant Q-intégrable (fait qui est établi dans [1,11]),

117;(2;1 { o Y, converge p.s. vers JCO Y, dQ,
Le.

_gpp_)oolEvo(Cz (1) = ag.
On a donc

1 t— o0

- Cut — %,

wot ps.
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alors
{u <t <{,+ entraine
()<L__C_ﬂ<.g“‘$<l+ 1>_§ﬂ
P B pe+ 1\py He
et donc

wt— oo 1
—_——

—=aq. O
I ps. o

Complément (non utilisé dans la suite): y, étant (3 1 prés) une fonctionnelle additive
intégrable, le théoréme ergodique assure également que « = E,, (g, ): voir [3,2] pour
plus de précision. 11 est démontré de plus dans [3,2] que cette limite « obtenue au
Lemme 9 est la capacité de dK pour le processus X tué sur 9.

Définition 9. Pour 0 < ¢ < 1 soit u{ = [t(1 — ¢)a] la partie entiére de t(1 — ¢)a (ie
Max{keN|k < t(1 — g)a}); de méme, soit v = [t(1 + &)a];
soit enfin J;! = {u} < y, < v}}.

Proposition 1. t ~*{f 15(X,)A} ds converge en loi lorsque t — o0 vers a,,.

Preuve. 1 étant bornée dans 2\K, on a:
t t ALy t A Lk tA Gk
t'zj lg(Xs)iszdszt_ZJ ARds+172 Y Rds~t72} A} ds;
0 tAT) k>2 Jt A k22 Jt At
qui est sur J{ compris entre
ur  rli vy rlk
=2y j Ads et t72 Y A2 ds;
k=2 Jtk k=2 J

on a donc d’aprés les Lemmes 8 et 9 pour tous ¢ >0 et a > 0:

t “’é
limsuplE[exp<—at2f 1@(Xs)/1§ds)JglimsupE[exp(— at=*y o">:|
t— oo 0 t— o k=2

= limsupexp(—pt ~1(uf — 1)(2a)*/?)

t— o

= exp(—pa(2a)'*(1 — &)
- IE[exp(_—aapa)]y
-0
et la minoration est obtenue de méme, en utilisant v?. [

Lemme 10. 1] existe un mouvement brownien réel y indépendant de I' tel que

t
(1 J Lo(X,) A(dys — W) ~ 0

0

(le sens de ~ est toujours celui de la notation 0).
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Preuve. Soit

t
o= f lo(X ) 1 ypi<n (L — f2)" V2@, — £,dT,)
0

N f Lo(X) Ly 1) + Lno(X,)d I,
0

avec W brownien réel indépendant de (W, TI');
on a bien {dy,> = ds et {dy,,d[;> = 0, et de plus:

(et [ratatar = amr ) = 202 [ atpiis - 4w,
o 0
=207 [ 12 — Lyl = £2) 20 = £
0

=2t" j 1p(X)A2(1 — (1 = fH)Y*)ds < 2t’2f 19(X,)A2| fs] ds
0

[

qui converge p.s. vers 0 car d’aprés le théoréme ergodique et le Lemme 7 on a

”j IQ(XS)/ISZIJ”SMS—»J A2 fldm < oo, O
0 2

t
Définition 10. Soit ¢, = J 15(X) A, dys = @R. Cest une approximation de g,.
(4]

Proposition 2. Les variables y* = [t A dy;, k > 2, sont indépendantes, et de Cauchy de
parameétre p.

Preuve. Procédant comme pour le Lemme 8, on a pour m > 2 et b,, ..., b, réels:

[E[exp(i i bknp")]z [El: (ePmad0)) exp< Z b,aﬁ")il

et Py _-ps. on a:
o, = d)o + ﬂ(jo 42 ds) avec ﬂ brownien réel issu de 0, indépendant de f puisque y I'est
de I, dou ¢;, — o = B(a )= ﬂ(ap) par conséquent:

lE[exp (i i bkl//k)] = E[EO,O(eibmﬁww)exp (i mf bkw")]
k=2 k=2
= g~ Ibmlof [exp (i mil bkw">:l
k=2

m
= [] e~!**! par récurrence. O]
k=2
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Proposition 3. (t " '¢,,).s 0 converge au sens des distributions marginales de dimension
Sfinie, lorsque t — 0, vers un processus de Cauchy de paramétre po.

Preuve. Il s’agit essentiellement de se ramener a la Proposition 2, en montrant qu’on
peut remplacer ¢,, par Y, y* (C’est I'objet de (i) ci-dessous), puis par Y b« y* (Cest
I'objet de (i1) ci-dessous); mais 'argument de retournement de temps utilisé dans (i)
nécessite que X soit stationnaire; (ii1) achéve la démonstration dans le cas stationnaire,
par application de la Proposition 2; il reste alors a prouver, dans (iv) et (v), que le cas
stationnaire entraine le cas général.

(i) Tout d’abord, A étant bornée dans Z\K, ™' (¢u — ¥, , [ 2 S A,dy,) converge
dans L? vers 0, et la contribution " {*' A,dy, de la premiére excursion (éventuelle-
ment incompléte) converge presque sirement vers 0; de plus la contribution d’une
éventuelle derniére excursion incompléte est asymptotiquement négligeable en proba-
bilité, car par retournement du temps de X au temps fixe ut, lorsque X est stationnaire
de loi m, on a pour tout # > 0:

> m}

ut
Pm[t‘lf dvszn]=Pm[
BEA T
qui tend vers O lorsque t — oo, puisque la derniére intégrale est p.s. finie;
(ii) (i) montre que, au moins lorsque la loi de X, est m,ona: 1~ ' ¢, &t~ 1Y 4 yk; de
plus pour ¢ >0 on a:

P.. [Jf N {

dys

J‘OVSup{u lu<Inf{r>0|X,¢2} et Xy eK}

0

Hut Upe
t‘l Z l//k_t—l l//k
k=2 k=2

> m]
™ vl — Uy,

I U {|C,?| > nt}], CP° étant un processus de Cauchy de
p=1

o

§

k=p

<Pn sup

: £
uu!<p<"ut

parametre p

oyt
Vur ~ Yt

=P, U {|C el > n}:l par rééchelonnement

r=1

<P, [Inf{s >0||CO| >n} <t ' — u%,)]—— P,[Inf{s > 0||CJ| > n}
t— o

< 2ome],

et donc par continuité a droite en 0 de C° et par le Lemme 9 on a:

>n]=0;

Hue Vi
limlimsuplP’,,,I: Y Y=ty Yt
k=2 k=2

ENO t—w
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(iii) (i), (ii), la définition 10 et la Proposition 2 font que pour p dans N,
0<uy<uy <--<u,dans Ret by,...,b, réels, on a:

lim E,, I:exp (i i bq(t_lcb.,q, -t 1¢uq,z)>:|
q=1

| Sndie o}

P Hage Hu, gt
= lim [E,,,l}xp(i Y bqt—1< Y vk — W‘)):l
t— o0 g=1 k=2 k=2

p q'
= lim limsup E,, [exp(i Y bttty W‘):]
q=1 "

eNO0 1o
. « p
= limlimsupexp | — Y |bglpt " (v} — v}, )
ENO 1w q=1
r

= exp<— pr Y, byl (u, — uq—1)>;

g=

ce qui prouve la proposition dans le cas ou la loi de X, est m;
(iv) Pour tous x dans M\ (&L U {x0}) et u,w,n >0, utilisant que &, P, = f,m avec
| fille < C < o (fe = Vp,(x,.) est continue sur M), on a:

Pt bwin — bl > 1] = E[Px, [Idn — ol >ne]]

=fmetu71[lp°[|¢wl > ’7[]] < CPm[I¢w| > W[]—t:.o—’(),
soit
F'(x) = E, [exp (i S byt e — z1¢.,,r,,>>}
qg=1

pour x dans M\(& U {xo}) et b,, u, comme en (iii); ce qui précéde montre que pour
w >0

lim [F'(x) — &.P,(F)] = 0;

t— oo
(v) Considérons maintenant la décomposition spectrale de 4 sur L*(M,m):

PW:eA~w/2 — Z eak'w/lnk;
k>0

les valeurs propres o, rangées par ordre décroissant, sont < 0 pour k > 0, et pour
toute h de L*(M, m) I,k est constante, puisque les fonctions harmoniques sur M sont
constantes; plus précisément, on a:

Hoh = m(IToh) = lim mP,h = mh);

| Sngied]
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et donc utilisant a4 nouveau &, Py = f,m:

[(ex Pyt — m)(F)} = |exPL[(P,, — mWF) ]I < Cm(|(P,, — o )(F*)])

1/2
= C( > e“*'W\Hka%)
2

k>1

<cC|| S ewwrp,Fr

k>1

< Cem ™| F'||, < Ce™ /2

donc ¢, P, (F*) converge uniformément en t lorsque w— oc vers m(F');

(vi) (iv) et (v) montrent que F'(x) a méme limite en oo que m(F"), et (iii) donne
exactement la limite de m(F"); la proposition est donc établie pour toute loi initiale de
X ne chargeant pas £ U {x,}. [

Corollaire 1. (t " '¢,),»0 converge au sens des distributions marginales de dimension
finie, lorsque t — oo, vers un processus de Cauchy de paramétre pa, et ce paramétre po. ne
depend pas de (R, p).

Preuve. Par définition ¢, ne dépend pas de p, et la loi-limite de ¢ ~ ' ¢, ne dépend pas de
R non plus puisque pour R’ < R on a:

e e — o3 < sup A2 < oo;
R'<G<R

d’ou la non-dépendance de pu par rapport a R et p; Notons ensuite:

t t
- f lo(Xe "hgs 'dW,, = f 1o(X,) Ashygs L AW,
(4] (0]

o= j Lo(X,) A dW;
0

remarquons encore une fois que tous les comportements asymptotiques considérés ici
ne sont pas modifiés si on remplace & par D, & cause du Lemme 6 et car toutes les
fonctions qui interviennent sont bornées dans {R’ < r < R}; le Lemme 3 assure que
t Yo, ~t ', et le Lemme 10 que t g, =t~ ¢,; puis

(71— 113 = t‘Zj 1o(XJ)(h — e ")2(hg™")2 ds
0

tend p.s. vers 0 a cause du théoréme ergodique et du Lemme 7, dou t ‘¢, ~ ¢t~ '¢,;
enfin,

t
GG — Ay = r—ZJ 1o(X,)32(hg™" — 1?2 ds
0

t
< l:sup(hg_1 — 1)2} t'ZJ 15(X,)A2 ds,
2 0
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d’ott par le Lemme 2(ii) et la Proposition 1:

lim limsup<{t ‘¢, —t " '¢,>=0;
RN~ (=
étant donnée la disparition asymptotique de I'influence de R, ceci suffit a entrainer que
tT o, xt g, O

6. Des nombres de petits tours aux 1-formes différentielles

Soit M une sous-variété compacte de M, de classe C? et de codimension 2;
nécessairement M est une réunion finie de lacets disjoints sans point multiple
M=$1u---u£’,,.

Soit w une 1-forme de classe C2 sur M’ = M\M, a valeurs dans C, qu’on suppose
fermée dans un voisinage pointé de M.

Pour chaque .#; notons !’ sa longueur, et notons (r/, y’, /) le systéme de coordon-
nées cylindriques locales défini en (I), puis D;= {r/ <R} et K;={r/ <R —p},
R étant assez petit pour que les D; soient deux a deux disjoints et pour que ® soit
fermée dans chaque D)\ %2 ;.

Si € et €’ sont deux lacets inclus dans D\ #; et d’indice F 1 autour de &£, on sait
par le théoréme de Stokes que:

1 1
— — | o
2n qgw 2n Jg

notons ¢; = ¢;(w) cette quantité.

>

Remarque. Si .#; était une courbe compacte sans point multiple qui ne soit pas un
lacet, on aurait c;(w) = 0, et par suite la contribution asymptotique de .Z; serait nulle.

Deéfinition 11.
ut

1
New = [ o

o]

I'intégrale étant prise au sens de Stratonovitch le long des trajectoires de X. Une telle
intégrale {1 w(X) est définie précisement en [10, déf 2.1], ou elle est notée Vx4 @

Remarque. M étant polaire, N ainsi que les r/, ¢/, Z; de la Définition 4 (relatifs 2 & i)
sont bien définis.

Montrons qu’on peut négliger asymptotiquement la contribution des formes soit
sans singularité (Lemme 11) soit exactes (Lemme 12).

Lemme 11. NP ~ 0 dés que w est de classe C? sur M.
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Preuve. Utilisons le Théoréme 3.1 de [10]:

t d t
N, =11 [ Y w(Ry)dBE — (21) ! J dw(X,)ds p.s.,
(4]

Ok=1

ou R; est un relévement de X, dans le fibré O(M), ou wy est une fonction C2, donc
bornée lorsque M est compacte, et ou J est l'opérateur de divergence. Or d’une part

2 : 4
t7! Z J o (R,)dB* =t2j [E( > w,%(RQ)dsg C/t,
2 0 \k=1

et d’autre part
! p-s.
Y dw(X,)ds ———»f dwdm
0 [= 0 [y
a cause du théoréme ergodique; ce qui entraine que N, =~ 0, puisque m vérifie:
VFeC3(M) J AFdm =0
M

et qu’utilisant la décomposition de De Rham [4, §31, corollaire 1] de w sur M on
a éw = AF. O

Lemme 12. t "' F(X,) ~ O pour toute fonction F finie m-p.p. sur M.

Remarque. Ceci fait que N, ~ 0 si o est exacte, et donc que le théoréme porte en fait
sur I'espace de cohomologic H!(M").

Preuve. Utilisant a nouveau la fonction f, utilisée déja pour la Proposition 3(iv), on a:

limsup P,(|t "' F(X,)| = €) < lim ~ limsup P (| F (X,)| = &s)

t— + oo s>+w t—-+wo

= lim limsup e, P l{jp|seq

s+t t—>+wx

= lim limsup &, PP 1jFp|zeq

s>+ t—++o

= lim limsup fimP 1|55

s~+ow t=+w

< C lim m({|F|=es})=0. O

s>+ oo
Proposition 4.

NPwy = Y cf)t™ ol

i=1
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Preuve. Fixons une fonction h décroissante de classe C* sur [— oo, 1 + R[, égale
alsur[—oco,R— p]etnullesur[R,1+ R[, et posons

o’ = h(r)lp,xw pourl<j<n,
puis

! = Hj(,.j’ l/,j’ Zj) dr’ + Fj(,.j’ l//j, Zj) dt//j + Lj(rj, wj,zj)dzj;
posons encore

2l

N/w=1t" f wl(X,), Fir ') = l/fjj Li(ri g, z)dz,

0 0

o |
q’(r’) = —J (e, 0)dy.
2r o
Faisons d’abord une série de remarques:
(i) w— Yioy o’ est de classe C? sur M, et donc le Lemme 11 assure que

(i) H/,I'V et L’ sont de classe C? sur M\ .Z; et nuls hors de D;
(iii)
ut
Nl = o | e ard+ r2eavt 1 aal
0

(iv) w’ a été choisic pour isoler la singularit¢ de w sur #;, tout en restant
suffisamment réguliére; plus précisément, le petit calcul suivant, qu’on utilisera ci-
dessous, montre que de’ est de classe C? (et non seulement C') sur M, ce qui permet
de lui appliquer le Lemme 11; en effet, écrivant w = Hydr/ + I'{dy’ + Lidz’ dans
D)\ ;, on tire de la fermeture de w dans D;\.%; que

ai,j—a—H—.jzh’ij, 6Lf—aH.j=h’xL{;, ﬂ{_é];":
or’ oy’ or’ 0z’ oy o7

sont de classe C* sur M et nulles hors de D;\ K ;

(v) Utilisant (1v), on a:
aqj . 2n . . .
S50 =Q2r) " | W), ¢, 0)dy,
67"’ 0

oF’s . S oF7 . .
-(r ) =1 /’f K@) Lo(r i, 2)dz, —(,y)=0;
RGN / . () Lo(r’, ¢ 5'#’( ¥’
(vi) g’ est de classe C? sur M\ Z; et vaut c;(w) sur K\ &£, et 0 sur M\D;; F/ est de
classe C? sur M\.Z; et vaut une constante ¢j(w) sur K\%; et 0 sur M\D;.
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Intégrons maintenant par parties 'intégrale de Stratonovitch, a partir de (iil); on
obtient (en laissant tomber l'indice j qui en fait figure partout):

Nw)y=1t"1 J‘“t l:HSOdrs + yodifr, + d (JZ L(rs, ¥, 2) dz)

0 0

= 9L = oL
- < JO 5 (rsa l//s,Z) dZ> ° drs - (J‘O w (rss l//s:- Z) dZ> °© dl//s:l
~ J‘ut( J\zs OH >
=1 1 Hs - A (rs, l/Isaz) dZ Odrs
0 o 0z

fut

=ar
+t_1 <FS_J\ E(rs’lPS’z)dZ) Odl/IS
[ 5

Jo

— til ™ <JZS hl(rs)LO(rsa ‘psa Z) dz — Zs// Jv hl(rs)LO(rss l/’saz) dZ) ° drS

Jo 0 o

(Put ¢
- t_l <Zs/fj h/(rs)LO(rsrwmz)dZ)Odrs

Jo Y
fut 4

+t71 d(zs//J L(rs, ¥, 2) dz>
Jo 0

r~

o | d(j Lir . 2)dz — 2,/¢ j Lwbnd) dz) par (i)

Jo 0 0

ut

ut
%[‘1J\ [H(rsalps,o)odrs"'F(rs,lps’o)odlpstl+t—1\[ Fsodzs Par(V)et
0

(4]
les Lemmes 11 et 12

~t ! j [H(rs, 5,0 odry + I'(rg, s, 0)0dyy,]  par (vi) et le Lemme 11
0

ut ut Ws
=“‘f H(rs,l//s,O)odrs-%t'lj [d(f r(rs,w,O)dw>
0 0 °
_ ( J M—F(rs,w,mdw}dr;}
0 Or

. ut B ll’sa_li .
=1 J‘O (H(rs’ l//s’o) J;) aw (rsa l//’ O)dl//) dr,

ut s 2n
—_ t_l J‘ (J\w h/(rs)ro("s,lp,z)dl// - l/js/Zﬂ: J‘ h((rs)ro(rs’l//’z)dw>odrs
]

o] 0
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o f ) (n//s/zn f o b, z)dn//) - dr,
0

o]

+t7! ‘rld<llls/2n J‘Zn F(rs,l/l,O)dl//>
0 0

+¢7! r d(f% T(re,,0)dy — ¢ /21 rn r(rs,w,O)dw) par (iv)

[ o] 0

ut

ut
~t! J H(r,,0,0)odr, + ¢! j g(r)ediy, par(v)etles Lemmes 11 et 12

0

Fut ut
=t ! J H(r,0,0)dr + ¢! J q(rs)dy, car daprés le Lemme 3(i)
(4]
{drs,dys> =0

rt7he(w) e, + t‘lj (q(r) — c(w)1p(X,))dy, par le Lemme 12 et la
0

Définition 4; enfin

2
< Cu/t par (vi),
2

t ! Jut (q(rs) - C(w)lD(Xs))e_rshsg;l dVV;

0

t~ ! j“t(q(rs) e C(U))ID(Xs))e—rsast—LuJ\ (q(r) — C(w))e—ra dm=0
4] =00 b

par le théoréme ergodique et le Lemme 2(v),
et donc d’aprés le Lemme 3(i), N,(u) = c(w)t ¢p,. [

Theoréme. (N/”(u)),so converge au sens des distributions marginales de dimension finie,
lorsque t > + oo, vers le processus }.%_ c(w)CY, ou les C7 sont n processus de Cauchy
indépendants de parameétre pu;; et cette convergence est conjointe pour toute famille finie
de formes w (liées a M’).

Remarque. Lorsque les c; sont réels, Z;lechf est un processus de Cauchy de
parametre 37, |c;| pa;. Bien sir, o; est o relatif a (K, ;).

Preuve. Il s’agit d’appliquer la Proposition 4 et le Corollaire 1, en s’assurant que la
convergence qu’ énonce le corollaire 1 est valable conjointement pour les différents
oi.; pour cela, il suffit que la convergence soit conjointe dans la Proposition 3; or ceci
a clairement lieu si la Proposition 2 s’ étend a toutes les variables y*/, k > 2 et
1 <j < n, ou bien sir y*/ est y* relative a (K;, ,); mais on constate aussitot que la
preuve de la Proposition 2 s’adapte sans difficulté a ce cas, en distingant seulement
pour la récurrence suivant la valeur de lindice j de la derniére des excursions

[th.Ch1. O
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Ajouteé sur épreuves. Le calcul du paramétre pa; figurera dans un prochain article, en
collaboration avec Y. Le Jan, on trouve pa; = nf//V.
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