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Soient A4 une variete riemannienne compacte de dimension 3, X son mouvement brownien, 
g une sous-variete compacte de codimension 2, et w une l-forme fermee sur M’ = M\hi; alors 
I’intkgrale de Stratonovitch t- ’ Jb w(X,) converge en loi vers une variable de Cauchy. 

Abstract 

Let M be a Riemannian compact manifold of dimension 3, X its Brownian motion, 
A? a compact submanifold of codimension 2, and w a closed l-form on M’ = M\k; then the 
Stratonovitch integral t - ’ jb w(X,) converges in law towards a Cauchy variable. 
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1. Introduction 

L’etude asymptotique des nombres de tours du mouvement brownien a deja depuis 

Spitzer [19] donne naissance a de nombreux articles. 

Dans le cas precis du mouvement brownien plan, elle a ete conduite intensivement, 

surtout par Le Gall, Pitman et Yor; on trouve ainsi en particulier dans [lS] la 

premiere version du theoreme des rtsidus stochastique asymptotique, qui generalise 

l’etude asymptotique des nombres de tours conjoints. 

11 existe au moins deux directions naturelles de recherche pour developper plus 

avant ce genre d’etude, et elles n’ont encore et& que partiellement explortes: il est en 

effet nature1 d’une part de chercher a sortir du cadre du plan euclidien, et d’autre part 
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de tenter de relier de telles etudes a des objets ou des problemes de nature 

gbometrique. Ces deux directions de recherche ne s’excluent d’ailleurs nullement. 

Citons pour la premiere de ces deux directions [16], dont le cadre est une varitte, 

([13], 7) dont le cadre est .S’, [14], dont le cadre est R3 euclidien, et ([S], 5), dont le 

cadre est S3, SO3 ou SH3. 

Une des premieres avancees dans la deuxitme direction est sans doute [lS], 

qui traite de l’enroulement asymptotique du brownien plan du point de vue de 

l’homologie. 

Quelques travaux progressent dans les deux directions a la fois; citons tout d’abord 

[20], qui traite de l’enroulement asymptotique du brownien de S3 autour de lacets du 

point de vue de l’homotopie; citons ensuite [6], qui donne dans le langage gtomet- 

rique des 1-formes diffirentielles une deuxieme version du theoreme des residus 

stochastique asymptotique, valable sur une surface riemannienne compacte generi- 

que; citons enfin [7], qui donne un theoreme des residus asymptotique pour des 

1-formes differentielles sur des surfaces de courbure negative constante, le mouvement 

brownien etant remplace par le flot gtodtsique. 

Dans cet ordre d’idees, le present travail propose en dimension 3 le resultat 

analogue de celui de [6]; la methode mise au point dans [6] reposant fortement sur 

l’existence en dimension 2 de coordonnees locales conformes, il en fallait une nouvelle; 

celle qui est present&e ici repose sur une utilisation particuliere des fonctions de Green, 

et offre probablement l’avantage de demeurer pour une large part valable dans les 

dimensions superieures; elle ne semble pas en revanche permettre d’obtenir comme 

dans [6] une expression geometrique du parametre de la loi de Cauchy asymptotique, 

a cause de la mauvaise connaissance qu’on a des fonctions de Green pris de la 

diagonale. 

2. Plan de I’article 

Section 3: On dtfinit un systeme de coordonnees cylindriques (r, cp,z) dans un 

voisinage tubulaire D dun lacet simple 9 de la varitte M; on exprime ensuite dans ce 

systeme la metrique dl’ et le developpement stochastique infinitesimal de la diffusion 

(r,, qt, z,) induite dans D par le mouvement brownien X,. 

Section 4: Ici est introduite la fonction greenienne G sur laquelle repose la mtthode 

suivie dans cet article; son inttret est d’etre en m&me temps harmonique et proche de r; 

ce qui permet en particulier de remplacer D par 9 defini seulement a l’aide de G. Une 

autre justification du recours a G est que ni les methodes usuelles d’approximation de 

diffusions ni la transformation de Girsanov ne permettent de se dtbarrasser du terme 

de drift present dans l’expression de dr,. 

Section 5: Comme dans [6], on examine une suite d’excursions qui penetrent 

suffisamment dans 9, puis on en dtduit la convergence en loi de t-l&, od & est 

dtfinie de facon a former avec G(X,) un produit semi-direct, tout en ayant le meme 

comportement asymptotique que qr; le couple (G, 4), quoiqu’il ne puisse pas servir de 
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coordonnees, tient lieu ici du couple de coordonnees conformes (Y, cp) de [6]; la 

demonstration de la Proposition 3 est d’ailleurs pour l’essentiel reprise de [6]. 

Section 6: On considire ici II lacets simples Zj et une 1-forme w dtfinie hors des 9j 

et fermee pres des ~j. 

Les Lemmes 11 et 12 (repris de [6]) assurent que t-‘Jb 0(X,) est asymptotiquement 

nigligeable si w est reguliere ou exacte; la Proposition 4 ramene alors l’etude de 

t ’ 1: co(X,) d celle des nombres de tours 40: conjoints de X, autour des 9’j; on termine 

en appliquant la conclusion de la Section 5. 

Notations 0. Y, z 2, signifiera: x - 2, converge en probabilite vers 0 lorsque 

t-t+co. 

Fj(rj, @,z$ pourra etre abrege par Fi, ou F(rs, $,,zs) ou F(X,) par F,. 

3. Un systkme de coordonnkes cylindriques locales 

Soit M une variett riemannienne connexe compacte de classe C 3 et de dimension 3. 

Notons d12 sa metrique, A son operateur de Laplace-Beltrami, m sa probabilite 

invariante, V son volume, d sa distance geodesique, et X, son mouvement brownien. 

Soit A? un lacet de M, de classe C3 et de longueur /, qu’on suppose sans point 

multiple. 

Notations 1. r(x) = Log[d(x, .Y)] pour tout x de M, et pour R das R_ 

D = D, = rm’([- cc, R]) et D’ = Dk = r-‘(I- co,R[) = b\_Y. 

Fixons sur _‘Z une abscisse curviligne z decrivant [w/D! et telle que /I d/t3z 11 = 1. 

Fixons en chaque x de 9 une base orthonormale (e’, e2, e3) de T, M dependant 

regulierement de x telle que e3 E TX_%‘. On dispose ainsi en chaque x de 9 d’une 

longitude $ E R/2nZ et d’une latitude 0 E [ - n/2, n/2], de sorte que e’ = (0 = II/ = 0}, 

e* = {Q = 0, II/ = 7c/2}, e3 = (0 = 7c/2). Pour x E 9 encore, 

notons: V,(0, $) le vecteur norme de coordonntes 6’ et $ dans T,M, 

gx($) la geodesique determinte par x et V,(O,$) et art-&tee par dD, 
p la projection de Yx($) sur x, et 9’(x) la reunion des !YJ$) pour I,/I decrivant 

R/2TcZ. 

Fixons R assez petit pour que: Y(x) n Y(x’) = 8 si x # x’ dans 9, D = IJ,, y YP(~), et 

Y(X) = Log[d(x,p(x))] pour tout x de D. 

Notation 2. Pour tout x de D’ soient z(x) = z@(x)) et $(x) l’unique $ de R/2xZ tel que 

x E Ypcx,(ti). 

On dispose ainsi d’un systeme de coordonnees (r, t,b, z) sur D’. 
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Lemme 1. Dans D’, dl 2 s’tcrit: 

e2’(dr2 + ~~d$~) + h2dz2 + 2e’wdrl/dz. 

Preuve. Dans un voisinage de tout x de D’, on a Cgalement un systeme de coordon- 

n&es (r, $, 0): 

or d’apres [8,9.7 p. 521 la pseudo-sphere S(p(x), e’@)) est orthogonale i S,,,,($(x)), ce 

qui signifie que a/&l{ a/3$, a/a@ > dans tout D’; d’od egalement a/&la/&; exprimant 

ensuite a l’aide des coefficients de Christoffel ri:_ que S,($) est une gtodbique, on 

obtient: 

r”(t) + r,‘I(r’(t))2 = 0 = r:, = rfl, 
ah1 

d’ou gi2 __ a$ +9 
i3 agll o 

x= > 

pour i = 1,2 et done gI1 = gI1(r); on exprime enfin que e’ est la distance de (r, $,z) 

A (- GO, z) pour obtenir que g1 1 (r) = e2’. 0 

Notations 3. Posons 

g = (u2h2 - w2)l12, Q = e-’ ar a (Log 917 

Lemme 2. (i) g,w2,v,h,gw1,h-’ s e prolongent en des fonctions de classe C 3 dans D; 

(ii) les restrictions de h et g ci 2’ valent 1; 

(iii) on a dans D: 

dm = I/- ‘e*‘g dr d$ dz 

et 

A = ee2’ 
a2 
ar2+ h2g-2K 

w 

+e-‘aA+bi. 
arC/ 

(iv) kj, a et b sont des fonctions de classe C 2 bornkes dans D, et done sont dans 

L’(D, e-‘m); 

(v) pour toute fonction F continue born&e sur [ - 00, R] on a: 

s F(r)bdm = 
s 

F (r)e-‘a dm = 0. 
D D 
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Preuve. (i) Posant x = e’cos $, y = e’sin $, et d12 = gijdx’dxj dans les coordonnees 

(x, y, z), on obtient des fonctions gij regulitres dans D telles que: 

w2 = (g13)2 + k72312> u2=g,,+g,,-1, g2 = det((gij)) > 0; 

(ii) le choix de z impose que hJ2 = 1; d’autre part par restriction de dl’, la 

forme-volume induite sur {r = a) est da, = e”g(u, $, z)dll/ dz, tquivalente lorsque 

u + - cc a (e”dll/). g(- co,z)dz, ce qui impose a la forme-volume induite sur 9 de 

valoir dl = g( - co, z) dz; done le choix de z impose egalement que g( y = 1; 

(iii) on a d’apres le Lemme 1, det((gij)) = e4*g2, et on applique la formule 

A = (det)- ‘I2 & 

(iv) il suffit de remarquer que 

a a a a a a 
e-ra* -=COS$--sin$~ et e-‘-=COs*iix+sin$-; 

ay dr ay 
(v) il suffit d’inttgrer par parties. 0 

Lors de chacune de ses excursions dans D, du fait que 9 est polaire, X, induit une 

diffusion (rt, tir, z,), qu’on &tend a R+ entier en posant: 

Notations 4. 

s 

t 
rO = R siX,,$D, rt = r. + 1,(X,) dr,, cPr = 

s 
’ 1GL)d$s, 

0 0 

s 

f 

z, = l&G) dzs. 
0 

Lemme 3. (i) Notant B, W, Y trois mouvements browniens Gels inddpendants, on a 
duns D’: 

dr, = e-‘SdB, + eersg,ds12, 

dqS = edrSh,g; ’ d W, + emrSa, ds/2, 

dZ, = h,‘dY, - w,h;‘g,‘dW, + b,ds/2, 

(ii) 

s 

* 
t-‘Z, z t-1 lD(XS)e-rsa, ds z 0. 

0 

Preuve (i) Donnons-nous a priori un mouvement brownien sur R3: 
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un vecteur 

et une matrice A de format (3.3) les coefficients de L’ et A &ant des fonctions 

numiriques de classe C3 dans un ouvert de R3; notons 

X1 

r?= x2 I I x3 

une semi-martingale solution de: dzS = A(z,)dfi, + V(_fs)ds; pour toute fonction 

F de C 2(R3, R), la formule d’It6 s’ecrit: 

dF(r?,)=CDiF(~~)dxj,+2~‘CDiojF(~~)(dxf,dxi) 
I i,j 

= (DF(gs)‘)A(r?,)dPs + 1 C(AA’)ij(fs)l CoiojF(zs?,)lds/2 
i,j 

+ (DF #J) V(rl,) ds; 

par consequent le gtnerateur de _% est F--t 2-l xi j(AAf)ijDiDjF + VtDF; on peut 

done remplacer _? par 

dans D’ ssi ce gintrateur vaut A/2, ie ssi 

vj = 2-1g-1/2~~(gijg1:z) et AAt = ((gij)) 

(une presentation un peu differente de ceci se trouve dans [ll, V, th1.21; et cherchant 

A sous la forme 

e --* 0 0 

I : 0 cf.0) 

0 Ay 

on trouve: 

c( = e-‘kg- l, J. zz -wk-‘g-1, y=k-‘; 

s f s f (ii) t- 1 l,(X,)kSP1dYS et t-l l.(X,)w,k,‘g,‘dW, 
0 0 
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tendent vers 0 dans L2, et le theoreme ergodique fait avec le Lemme 2(v) que 

r-1 t 

s s 

f 
l,(X,)b,ds et 1-l lD(X,)e-‘sa,ds tendent p.s. vets 0. L1 

0 0 

Lemme 4. La distribution Ar se caractPrise dans D par: pour toute F dans C’(M) 

ti support dans D: 

(Ar, F) = 
s 

em’gFVdm + 27t F dz. 
D’ 

Preuve. Le Lemme 2 (iii) montre que Ar = e-‘g dans D’, et done en appliquant la 

formule de Green et le Lemme 2(i) et (ii) on obtient: 

(Ar,F) = 
s 

AF.rVdm = lim AF.rVdm 
M u-f- 30 s Cusr<R) 

= lim 
[S 

Fe-‘g”e2*g dr dll/ dz + 
s 

f3F 
ue”g d$ dz 

u-m30 (uSr<Rl @=I() Js 

-I d’ Fe”g d$ dz 
tr=4 an 1 

= s Fe*gg dr dlC/ dz + lim ue’ 
I 

ggd$dz + lim 
D’ u+-cc fr=ul an s 

Fg d$ dz 
u+-m {r=uj 

= 

s 

em*gFVdm + 0 + 25~ 
I 

Fdz. 0 
D’ 9 

4. Fonctions de Green 

Soit (0 = x0 > d1r 2 a2 2: ... 2 ~1, 2 . . . . 40 = Vm112, 41, . . . . &, . ..) la resolution 

spectrale de (M, A) (relative a la mesure invariante V.m). 

Considerons le noyau de la chaleur associe, et sa fonction de Green: 

P&, Y) = C e”““24k(.44k(y) 
k>O 

et 

G”(x, y) = 
s 

m (p,(x,y) - V-‘)dt = -2 1 a;’ 4k(x)$k(Y) 
0 kzl 

(voir [12,17]); on a au sens des distributions: 

A&x;)= -2 1 r;’ 
ktl 

4&)A& = - 2 ,;r 4&)4k = -2(& - v- ‘). 

Fixons x0 dans M\D, et posons: 

G’(y) = 6(xo,y) - G”(z, y) de sorte que AC” = 2(6, - a,,). 
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Dkfinition 5. Soit G le potentiel tlectrostatique dCfini par; 

G(Y) = n s G=(y) dz 
Y 

pour tout y de M. Nous allons voir que G approxime bien r. 

Lemme 5. G est harmonique duns M\(.Z u {q}), et V((r - G)EL’(D,~). 

Preuve. Pour toute F dans C2 (M) on a au sens des distributions: 

(AG,F)=n 
s 

(AG”,F)dz=n 2(F(z) - F(x,))dz = 2n F dz - 27&F (x0); 
Y s 3 s 3 

en particulier, AC = 0 dans M\(_Y u {x0)), et la distribution (r - G) est de laplacien 

Cgal dans D B la fonction e-l4 E C ‘(D’) n L’(l), m) (Lemmes 4 et 2 (iv), appliquant le 

thkortme d’hypoellipticitt: 18.1.29, p. 471 de [9], on obtient: 

A(r - G)EL’(D) =+ p(A(u- G))cL”(D) =a A(r- G)EH_, + (r - G)EH,, 

d’oii 

(r- G)EL’(D,~) et V(r - G)EL~(D,~). 0 

Lemme 6. (r - G) est born&e dans D. 

Preuve. (i) Pour tout c > 0 posons 

6(x, Y) = 
s 

m (p,(x,y) - I/-‘)dt = - 2 1 a;1eukc’2&(x)~k(y); 
C k?l 

il est clair d’aprks [17] que 6c est bornke sur M 2, et done que 

G” - jbptdt est bornte sur M2; or d’aprks [2, p. 2041 on a: 

IPr - (2x0- 3/2e-dZ/2&j I Ct - W, 

0L-i 

UO(X,Y) = Cdet((gij(x)))ldet((sii(y)))l”4; 

ceci fait en particulier que 

G _ s ’ (2nt)- 312e-d212tUo & 

0 

est born&e; or changeant t en d2/2t2 on a: 

s 

c (Zc)- ‘d 

o (w- 
3/2e-d2/2t& _ (znd)-’ = x-3/2d-1 

s 
e -” dt, 

0 

ce qui montre par rtgularitk de u. que [G” - (2xd)- ‘1 est born&e sur M2; 
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(ii) La definition 5(i) et la regularite de 6(x0;) dans D font que 

y + G(y) + n jy (27rd(z, y)))’ dz est bornee dans D; 
or, d’apres le Lemme 1 et le Lemme 2(i) et (ii), et par regularite locale de d, on a pour 

tout x de 9: 

I&, y) - ((44 - Z(Y))’ + e2r(y))1’2) I C((z(x) - z(y))’ + e2’(y)); 

ceci entraine que (d -‘(x,y) - ((z(x) - z(y))’ + e2r(y))m ‘12) est bornee, ainsi que son 

integrale sur 9; done 

s 

(0 
y-+G(y)+2-’ (u2 + 1 e2r(Y) - l/2 du 

-e/2 

est bornee dans D; on conclut en remarquant que 

r(y) + 2-r 
s 

e/z 
(u’ + e2’(y))-1’2 du = Log(//2 + ((//2)2 + e2*(Y))1/2) 

-e/2 

est bornee dans D. 0 

Dkfinition 6. Soient G, = G(X,), i = /I VG I/, r un mouvement brownien reel indepen- 

dant de X, et 

f t 
rt = 

s 
1&Tw) is- ‘dGs+ 

s 
L,,=,,dr,. 

0 0 

Lemme 7. (i) G, est une martingale locale, r est un mouvement brownien Gel, et on 

a dG, = A(X,)dI’,; 

(ii) (A - e-‘)EL’(D,m); 

(iii) (dr,, d W,) =fsds, oti f est mesurable dans D’ et vtrijie: 

IfsI 5 1 P.s. et A2feL1(D,m). 

Preuve. (i) G, est une martingale locale parce que 9 u {x0} est polaire, et a cause du 

Lemme 5; on a de plus (dG,) = 2,’ ds (ou bien, autrement dit, dG, = ( VG 1 dX,),); d’ou 

(dr,) = ds et (dG, - &dT,) = 0, ce qui suffit puisque Tt et fb (dG, - &dI’,) sont des 

martingales locales; 

(ii) Utilisant le Lemme 3(i), on a lors de chaque excursion dans D: 

d’ou dans D’: 

soit 1 = A2 - e-2r; 1 etant 2 0, on a (A - e-‘)’ 5 111 dans D’; 
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il suffit done de vkrifier que 2 E L’(D, m); or notant 

1 

Vl = emzrO 
dr’ 

V2 = e-2rh2g-2 2 _ eerwgm2 E 
a* 

et 

on remarque qu’on a V = ( VI, cl,, V3) et a/dz = e*w Vz + h2 V3 dans D’; le Lemme 

5 entraine done que 

(iii) d’une part I (dT,,d W,)l’ I (dr,) (d W,) entraine IfSI I 1 p.s.; d’autre part on 

utilise que 

f = 1~A.01i~-‘h-‘ge’V2GG, que Itie’= (1 + ~e2r)“2EL2(D,m), que 

VzG~L2(D,m), et le Lemme 2(i), pour obtenir: 

s 
A’Ifldm < C Ae’l V2Gldm< co. 0 

D s D 

4. Excursions dans (K, 9) 

Fixons un rkel < 0: R, et un rtel > 0: p, et posons: 

Notation 7. $9 = {G I R} et K = {G I R - P}. 

Remarque. Le Lemme 6 assure que pour R assez petit tout ce qui prtcitde (sauf 

peut-i%re le lemme 3(ii)) est valable avec 9 au lieu de D; de plus, comme Cl<:3 = R, 

K est un compact inclus dans l’inttrieur de 9. 

DCfinition 8. 

z - Inf(t > 0 I X, E K}, 1- lk = Inf{t > Tk 1 xt#9)? Tk+l = hf{t > ikIXtEK} 

et 

s 

ir 
~,=h’kiX{kE~*~~k<t}, gk = A: ds. 

Tk 

Lemme 8. Les variables ak, k 2 2, sont ind6pendantes et ont pour loi celle du temps 

d’atteinte ap de p par un brownien rPe1 issu de 0. 
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Preuve. Fixons un entier m L 2 et a,, . . . , a, dans R + ; on a par la propriete forte de 

Markov: 

or G(X,,,,) = R - p entraine que Px,,,, - p.s. on a: f 
G,=R--p+B (.i 1 2% ds avec /I brownien reel issu de 0, et 

Inf (t ( Gt > R) 

01 zzz 

s 0 

i~~~=Inf{~~i:d~lR(~~~~idi)‘l’)-C,: 

d’ou, 

=e -p(2am)1’2E [exp ( - I$: akgk)] 

= kfi2 exp(-d2ak)1'2) par recurrence. q 

Lemme 9. t ‘pLt converge p.s. lorsque t + co vers un r&e1 LX dkterministe > 0. 

Preuve. Soit E l’ensemble des excursions de 89 a 89 via K definies sur un intervalle 

[0, i], i.e. des fonctions e continues de [0, [] dans A4 telles que: e(O)E89, 

z=inf{t>Ole(t)EK)<cc, et [=inf{t>rje(t)@}<co; soient Q = EN*, 

{Yi ,..., Y, ,... }lescoordonntesdansQ, YkoO= Y k + 1, et Q la probabiliti sur Q con- 

f&ant a (Y,, . . . . Yk, . ..) la loi de (X(,,,,,,,, . . . . XltiL,ik+ll, . ..) pour la probabilite \a0 

invariante pour la chaine X,, sur i39 (l’existence de v0 est demontree dans [l, II]); 

comme lk+l = ck” @[, + iI, on a B(Q) = Q, et done le theoreme ergodique de Bi- 

rkhoff affirme que, [ 0 Yi etant Q-integrable (fait qui est etabli dans [l, II]), 

:k<, 
[ 0 Yk converge p.s. vers [ 0 Y1 dQ, 

i.e. 

On a done 
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alors 

et done 

pL,t-+cO 1 
---=a. 0 
t p.s. a, 

Compliment (non utilisi: dans la suite): k, ktant (ri 1 pris) une fonctionnelle additive 

inttgrable, le thCor6me ergodique assure Cgalement que c( = [E,(P~): voir [3,2] pour 

plus de prkcision. 11 est dtmontrk de plus dans [3,2] que cette limite CI obtenue au 

Lemme 9 est la capacitk de cYK pour le processus X tuk sur %I. 

Definition 9. Pour 0 < E < 1 soit u: = [t(l - ~)a] la partie entikre de t(1 - E)CI (ie 

MaxikE N (k 5 t(1 - 8)~)); de meme, soit v: = [t(l + ~)a]; 

soit enfin J: = {u: < pt < u:}. 

Proposition 1. t-‘~~ 19(X,)1: ds converge en loi lorsque t --, co vers op,. 

Preuve. 2 ktapt born&e dans $B\K, on a: 

qui est sur J: compris entre 

4 ik 
t-2 

zs 
A,2ds et t-* 2 

s 

Ck 
2,’ ds; 

k=2 TL k=2 w 

on a done d’apr& les Lemmes 8 et 9 pour tous E > 0 et a > 0: 

lim_stplE[exp( - atm2 {IIs(x,)l:ds)] I li~~~pt[exp(- at-* s2 c’)] 

= lim sup exp( - Pt -‘(IA: - 1)(2a)“*) 
t-a) 

= exp(-pcr(2a)“*(l - E)) 

- ~Cexp(-ao,,)l, E-O 

et la minoration est obtenue de m&me, en utilisant v:. 0 

Lemme 10. I1 existe un mouvement brownien rCe1 y indipendant de r tel que 

s t t-’ 1,KMdys - d W = 0 
0 

(le sens de x est toujours celui de la notation 0). 
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Preuve. Soit 

Yr = s ’ lg(~,)l~,~.,<l,(l -fs2)-1’2(dK -fsdrs) 
0 

+ kBw s (I/,I=I) + Lw,&JWk’,, 
0 

avec g brownien reel independant de (W, r); 

on a bien (dy,) = ds et (dy,,dT,) = 0, et de plus: 

> s f lB(X,)&(dy, - d W,) = 2t -' l&W,2(ds - d(y> WA 
0 

s 

t 

=2t-2 lg(xs)nf(l - l~,/.l<~j(l -fsz)-"V -_fi2))dS 
0 

s I 

= 2t-2 l&X,)2,2(1 - (1 -_L2)“2)ds I 2t-2 
s 
' l&WflfsIds 

0 0 

qui converge p.s. vers 0 car d’apres le thtoreme ergodique et le Lemme 7 on a 

t -’ ‘19(X#:lhlds- B1.21fldm< co. 0 
s 0 s 

s f Dbfinition 10. Soit & = l&X,)&dy, = 4:. C’est une approximation de (pt. 
0 

Proposition 2. Les variables $” = 15; 1, dy,, k 2 2, sent indipendantes, et de Cauchy de 

paramdtre p. 

Preuve. Procedant comme pour le Lemme 8, on a pour m 2 2 et b,, . . . , b, reels: 

E[exp(i i2 bk*k)] = E [E,~_(eib-‘m~~-m.l)exp(i I$: bk$k)], 

et Pxrm-p.s. on a: 

& = 40 + P(_f:, 1-f d s avec p brownien reel issu de 0, independant de /? puisque y Vest ) 
de r, d’ou &, - 4. = $(o’) = j(0,); par consequent: 

E[exp(ikg2 b,ij”)] = ~[~o,o(eibm~~O~~)exp(i~~~ bkik)] 

= e-lbmlPE [exp(i $1 bktik)] 

= kf12 e-fb*Jp par recurrence. cl 
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Proposition 3. (t - 1&,)u20 converge au sens des distributions marginales de dimension 

jinie, lorsque t + 00, vers un processus de Cauchy de param&e pu. 

Preuve. 11 s’agit essentiellement de se ramener A la Proposition 2, en montrant qu’on 

peut remplacer & par C:zf, Ic/” (c’est l’objet de (i) ci-dessous), puis par C,v”;, Ic/” (c’est 

l’objet de (ii) ci-dessous); mais l’argument de retournement de temps utilist: dans (i) 

nkessite que X soit stationnaire; (iii) achkve la dimonstration dans le cas stationnaire, 

par application de la Proposition 2; il reste alors i prouver, dans (iv) et (v), que le cas 

stationnaire entraine le cas gtntral. 

(i) Tout d’abord, i, ktant born&e dans g\K, t - ’ ($I,, - C,, 1 j:: t 5; 2, dyS) converge 

dans L2 vers 0, et la contribution t- f,, s 1 i1 i dy, de la premike excursion (iventuelle- 

ment incompkte) converge presque Grement vers 0; de plus la contribution d’une 

tventuelle derniere excursion incomplkte est asymptotiquement nkgligeable en proba- 

bilitk, car par retournement du temps de X au temps fixe ut, lorsque X est stationnaire 

de loi m, on a pour tout q > 0: 

qui tend vers 0 lorsque t -+ a, puisque la dernikre intkgrale est p.s. finie; 

(ii) (i) montre que, au moins lorsque la loi de X0 est m, on a: t - ’ & z t - ’ I?: 2 ghk; de 

plus pour E > 0 on a: 

t-’ y $“- t-l 
k=2 

Co ttant un processus de Cauchy de 

paramitre p 

= p,,, [ ‘zzt {\ cs,l> l}] par r&chelonnement 

IP,[Inf{s>OJlCpl >q} ~t-l(v~I-ut,)l~~,CI~fi~>~lI~~I>~l 

et done par continuiti: g droite en 0 de Co et par le Lemme 9 on a: 

lim limsup 8, 
[I 

t ~’ 
&LO t-m 

k~2,,-,-l $ **l>+o: 
k=2 
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(iii) (i), (ii), la definition 10 et la Proposition 2 font que pour p dans N, 

0 I ug I Ur 5 ... I up dans R et br, . . ..h. reels, on a: 

[ ( 

i h, t -1 

C’Q, 

= lim limsup E, exp i k 

EL0 t+z q=l c 41 k= 1 +o: Y _,, 

= lim limsup exp 
EL0 t*zc ( 

- $ l~qlPr-1(~:4~ - r&_J) 

= exp -P” 2 Ib,I(u,- uq-1) 

q=l 

ce qui prouve la proposition dans le cas oti la loi de X, est m; 

(iv) Pour tous x dans M\(.Z u {x0}) et u, w, r] > 0, utilisant que axP1 =fxm avec 

/I fx (1 m I C < cc (fx = Vp, (x, .) est continue sur M), on a: 

soit 

pour x dans M\(_Y u {x0}) et b,, uq comme en (iii); ce qui precede montre que pour 

w >o: 

lim [F’(x) - r,P,(F’)] = 0; 
f-a0 

(v) Considerons maintenant la decomposition spectrale de A sur L2(M,m): 

P, = eA.w12 = C e~k,Wnk; 
kZ0 

les valeurs propres ak, rangees par ordre d&croissant, sont < 0 pour k > 0, et pour 

toute h de L2(M, m) I7,h est constante, puisque les fonctions harmoniques sur M sont 

constantes; plus prtcisement, on a: 

nOh = m(Z7,h) = lim mP,h = m(h); 
*-‘30 
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et done utilisant a nouveau &,P1 = fxm: 

I(GPw+ 1 - mW’)l = Ib,PlC(P, - mW’)ll I CmWw - noWt)l) 

done &,P,,,(F’) converge uniformement en t lorsque w --f cc vers m(F’); 

(vi) (iv) et (v) montrent que F’(x) a m&me limite en co que m(F’), et (iii) donne 

exactement la limite de m(F’); la proposition est done Ctablie pour toute loi initiale de 

X ne chargeant pas 9 u {x,,}. 0 

Corollaire 1. (t - ’ cput)u > o converge au sens des distributions marginales de dimension 

jinie, lorsque t + co, vers un processus de Cauchy de paramitre pa, et ce paramktre pa ne 

dbpend pas de (R, p). 

Preuve. Par definition 4t ne depend pas de p, et la loi-limite de t _ ‘& ne depend pas de 

R non plus puisque pour R’ < R on a: 

t.q-‘(f$f’-c#J;R)~/:I sup A2<cc; 
R'SGSR 

d’ou la non-dependance de pa par rapport a R et p; Notons ensuite: 

s 

f 

s 

t 

6 = lB(XS)e-‘sh,gS- ’ d W,, 4, = 1,(X)&h& ' d w,, 
0 0 

s 

f 

d = MWsdw,; 
0 

remarquons encore une fois que tous les comportements asymptotiques considerts ici 

ne sont pas modifies si on remplace 9 par D, a cause du Lemme 6 et car toutes les 

fonctions qui interviennent sont born&es dans {R’ 5 r I R}; le Lemme 3 assure que 

t-‘qo* z t-l&, et le Lemme 10 que t-lfp; z t-l+,; puis 

’ (t-l& - t-l&) = tm2 
s 

l&X,)(A - e-*)z(hg-‘)ids 
0 

tend p.s. vers 0 a cause du thtoreme ergodique et du Lemme 7, d’oti t ‘et z t _ ’ Cp,; 
enfin, 

(t-‘q; - t-l&) = t-2 
s 

’ l&X$,Z(hg-’ - 1)fds 
0 

1 s f sup(hg-‘- 1)2 t-2 bWs)Xds, 
3 0 
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d’ou par le Lemme 2(ii) et la Proposition 1: 

lim limsup(tK’cp; - t-l@,) = 0; 
R\-a; t-m 

etant donnee la disparition asymptotique de l’influence de R, ceci suffit a entrainer que 

t-‘q tzt-1qi5t. 0 

6. Des 
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Preuve. Utilisons le Thtoreme 3.1 de [lo]: 

N,= t-’ 
s 

’ i e_+JR,)dB,k - (2~))’ ’ Go(X,)ds p.s., 
Ok=1 s 0 

oti R, est un relevement de X, dans le fibre O(M), ou LL)L est une fonction C2, done 

born&e lorsque M est compacte, et 06 6 est l’optrateur de divergence. Or d’une part 

et d’autre part 

s f t -1 Gw(X,)ds 2 SW dm 
0 

a cause du thtoreme ergodique; ce qui entraine que Nt z 0, puisque m verifie: 

VFEC2(M) 
s 

AFdm=O 
M 

et qu’utilisant la decomposition de De Rham [4, $31, corollaire l] de w sur M on 

a6w=dF. 0 

Lemme 12. t -‘F(X,) z 0 pour toute fonction F jinie m-p.p. sur M. 

Remarque. Ceci fait que N, z 0 si o est exacte, et done que le theoreme Porte en fait 

sur l’espace de cohomologie H ‘(M’). 

Preuve. Utilisant a nouveau la fonctionf, utilisee deja pour la Proposition 3(iv), on a: 

limsupp,(lt-‘F(X,)] 2 E) Slim\ limsupP,((F(X,)( 2 es) 
t- + 30 S’+ca *++30 

= lim limsupa,Ptl(lFItesI 
s-+no f’+m 

= lim limsupf,mP,lIIFtrcs) 
s-too t++m 

SC lim m((lFI>ss})=O. 0 
S-+CC 

Proposition 4. 

N;“(U) Z i Cj(CO)tC’~~,. 

j=l 
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Preuve. Fixons une fonction h decroissante de classe C3 sur [ - co, 1 + R[, egale 

a 1 sur [ - cc, R - p] et nulle sur [R, 1 + R [, et posons 

wj=h(r’)lDlxo pour 1 ljln, 

puis 

oj = Hj(rj, $j, zj) drj + rj(rj, tjj, zj) dlc/j + Lj(rj, t,P, zj) dzj; 

posons encore f 
N:‘(u) = t-l s eJ 

4m, F’(r’, lp) = l//j s L+‘, $j, z) dz, 
0 0 

s 2rr 

P(rj, t,b, 0) d$. 
0 

Faisons d’abord une serie de remarques: 

(i) w - I;= 1 d est de classe C2 sur M, et done le Lemme 11 assure que 

N:(u) z i NJ(u); 

j= 1 

(ii) Hj, l-j et Lj sont de classe C2 sur M\~j et nuls hors de Dj; 

(iii) 

(iv) wj a Cte choisie pour isoler la singularite de w sur Yj, tout en restant 

suffisamment reguliere; plus precisement, le petit calcul suivant, qu’on utilisera ci- 

dessous, montre que dwj est de classe C2 (et non seulement C ‘) sur M, ce qui permet 

de lui appliquer le Lemme 11; en effet, ecrivant w = HJdrj + Tdd$’ + L’,dzj dans 

Dj\~j, on tire de la fermeture de o dans Dj\~j que 

a-j r’ = h, x rj a~j aHj aLj arj 
37 - aq 0, -;-.= 

arJ azJ 
h'xL& --_--_o 

aq az~ 

sont de classe C2 sur M et nulles hors de Dj\ Kj; 

(v) Utilisant (iv), on a: 

aqj 
+v’) = (27~~ ’ 

s 
2n h’(rj)rd(d, t+b, 0) dti, 
0 

z(rj, II/‘) = l//j ~~h’(rj)~b(rj,ij,z)dz, 
aF’ 
all/’ (r’, $9 = 0; 

(vi) qj est de classe C2 sur M \5fj et vaut cj(O) sur Kj\~j et 0 sur M \Dj; F’ est de 

classe C2 sur M\~j et vaut une constante C;(W) sur Kj\Pj et 0 sur M\Dj. 
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Intigrons maintenant par parties l’inttgrale de Stratonovitch, B partir de (iii); on 

obtient (en la&ant tomber l’indice j qui en fait figure partout): 

“f 

= t-l S[ H,Odr, + I-,od$, + d 
0 

"f 

' 
-t-l 

j (j 0 
1' ~(r,WO(r,,$s,4dz - 4~ 

j 

o ~(r,WO(r,,$,,z)dz o dr, 

"f 

-t-' 

j( j 

zs/f ' h'(r,Wo(r,, ICI,,z)dz 

+t-li ( 

0 

ut e 

d M j L(r,,$,,z)dz 

0 0 

!A 

j (j 

zs e 

+t-1 d Ur,, $s, 4 dz - z,le 
j 

Ur,, $s, 4 dz par (iv) 
0 0 0 

ut ut 

zt -1 s Cff(rs~ti,,O)odr, + ~(r,,ICI,,O)~W,l + t-’ s F, 0 dz, par (v) et 

les Lemmes 11 et ‘12 
0 

s Uf 

zt -1 [H(r,,$,,O)odr, + r(r,,$,,0)0d$,] par (vi) et le Lemme 11 
0 

- s ut 
_t-l H(r,,+,,O)odr, + t-’ r(rs, ti, 0) W 

0 

+s ar - 
(j 
-(r,, $,O)dti odr, 0 ar )I 

=t-1 H(r,,$,,O) - s ~'$(rs,ti,O)W 
Uf .l 

-t-l 

j (S 

o h'(r,)~O(r,,$,z)W - $,/2~ 
j 

:' h'(r,)~O(r,,r//,z)W odr, 
0 
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“t es 
+t-’ d J (J r(rS, $,O) d$ - $,/2x 

0 0 J 
2a 

r(rS, $, 0) dll/ par (iv) 
0 

z t-l J 
ut 

H(r,, 0,O) 0 dr, + t ’ 
0 J 

“f 
q(r,) 0 d$S par (v) et les Lemmes 11 et 12 

0 

J 
l”f u* = t-1 H(r,O,O)dr + t-r J q(r,)d$, car d’apres le Lemme 3(i) 

” 
0 

(dr,, d$S > = 0 

z:t -lC(W)(Pur + t-’ J “r(q(rS) - c(w)lD(Xs))d$s par le Lemme 12 et la 
0 

Definition 4; enfin 

II J t-l u’ (q(r,) - c(w)l,(XS))e-rSh,gS~l d W, ’ I Cult par (vi), 
0 II 2 

t-’ J p.s. 
‘r(q(r,) - c(~)lJXs))e-%,ds~u (q(r) - c(w))e-la dm = 0 

0 t+xz s D 

par le theoreme ergodique et le Lemme 2(v), 

et done d’apres le Lemme 3(i), N,(u) z c(o)t- ‘qur. 0 

Thi?orkme. (N,“(u)),,, converge au sens des distributions marginales de dimensionfinie, 

lorsque t + + co, vers le processus x7= 1 Cj(W) C’, oti les C’ sont n processus de Cauchy 

indipendants de paramgtre paj; et cette convergence est conjointe pour toute famille$nie 

de formes o (lites ci M’). 

Remarque. Lorsque les cj sont reels, I;= 1 cjC’ est un processus de Cauchy de 

parametre Cy= 1 (Cjl paj. Bien sur, Clj est CI relatif a (Kj, ~j). 

Preuve. I1 s’agit d’appliquer la Proposition 4 et le Corollaire 1, en s’assurant que la 

convergence qu’ enonce le corollaire 1 est valable conjointement pour les differents 

cpc,; pour cela, il suffit que la convergence soit conjointe dans la Proposition 3; or ceci 

a clairement lieu si la Proposition 2 s’ ttend d toutes les variables tik.j, k 2 2 et 

1 i j I n, oti bien stir $ksj est tik relative a (Kj, ~j); mais on constate aussitdt que la 

preuve de la Proposition 2 s’adapte sans difficultt a ce cas, en distingant seulement 

pour la recurrence suivant la valeur de I’indice j de la derniere des excursions 

C7Ldl. 0 
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Ajouti: sur tpreuves. Le calcul du paramgtre PcCj figurera dans un prochain article, en 

collaboration avec Y. Le Jan, on trouve PcCj = &j/V. 
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