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Groupes fondamentales associés aux feuilletages

de codimension un mesures

By Paulo Gusmão(1)

Résumé. On considère sur les variétés orientables fermées Mn,
n ≥ 3, deux types de feuilletages : les feuilletages de codimension
un mesurés, non transversalement orientables, à singularités de Morse,
et les feuilletages transversalement orientables presque sans holonomie.
Associé à ces feuilletages (en fait à leur pseudogroupe d’holonomie) on
étudie deux groupes : le premier c’est le groupe fondamental π1(BΓ) du
classifiant de Haefliger et le deuxième c’est le quotient de π1(M) par le
sous-groupe distingué L′ engendré par les classes d’homotopie libre des
lacets contenus dans des feuilles. On determine les deux groupes dans
les deux cas et on montre, dans le cas des feuilletages mesurés ci-dessus,
que la connaissance de ces groupes nous permet d’obtenir des proriétés
géometriques du feuilletage.

Introduction

De façon générale, si on se donne une variété Mn munie d’un feuilletage

F , on peut associer au pseudogroupe d’holonomie Γ de F son espace classifi-

ant BΓ introduit par Haeflger (cf. [Hae 2]). Le groupe fondamental de BΓ

est susceptible d’une définition directe (cf. [Salem]) : il est le quotient de

π1(M) par le sous-groupe distingué L engendré par les classes d’homotopie

libre des lacets contenus dans des feuilles et à holonomie triviale.

Dans [Lev 3], G. Levitt a étudié le groupe fondamental de BΓ pour les

variétés Mn fermées orientables, (n ≥ 3) munies d’un feuilletage de codi-
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mension 1 transversalement orientable F , mesuré à singularités de Morse,

c’est à dire, F est défini par une 1-forme fermée singulière ω où les sin-

gularités sont de type Morse. Avec ces hypothèses il montre que π1(BΓ)

est toujours un produit libre de groupes abéliens libres. De plus, il as-

socie à ce groupe certains entiers qui permettent d’obtenir des propriétés

géométriques du feuilletage.

Désignons par L′ le sous-groupe distingué de π1(M) engendré par les

classes d’homotopie libre des lacets contenus dans des feuilles.

Dans ce travail, on étudie π1(BΓ) et π1(M)/L′ dans les deux cas suiv-

ants : 1) les feuilletages de codimension 1 mesurés, non transversalement

orientables, à singularités de Morse sur les variétés orientables fermées de

dimension n ≥ 3, 2) les feuilletages presque sans holonomie sur les variétés

fermées.

La partie I est consacré aux feuilletages mesurés (cas 1 ci-dessus). Premi-

èrement on détermine les deux groupes en question, on montre que π1(BΓ)

est un produit libre de groupes où les facteurs sont soit des groupes abéliens

libres, soit Z/2Z, soit des groupes diédraux, c’est à dire, des groupes iso-

morphes à Z
a
�Z/2Z. Par contre π1(M)/L′ est un produit libre de groupes

abéliens libres. La connaissance de ces groupes nous permet en particulier

de déterminer le nombre de feuilles non orientables du feuilletage (section

I.B). Dans la section I.C on définit un invariant d qu’on relie aux singularités

coniques de F .

Dans la deuxième partie on détermine les deux groupes π1(BΓ) et

π1(M)/L′ pour les feuilletages presque sans holonomie ; on montre que le

premier groupe est isomorphe au groupe fondamental d’un certain graphe

de groupes où chaque groupe qui le constitue est un groupe abélien. Par

contre le deuxième est isomorphe à un produit libre de groupes abéliens

(pas forcément libres).

0. Préliminaires

0.A. 1-formes fermées de Morse

Soit ω une 1-forme fermée sur une variété compacte orientable sans bord

Mn de dimension n ≥ 3. L’homomorphisme de π1(M) dans R obtenu en

intégrant ω le long des lacets sera noté [ω]. Deux formes définissent le

même homomorphisme si et seulement si leur différence est exacte, et nous

identifierons l’homomorphisme [ω] à la classe de cohomologie de De Rham
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[ω] ∈ H1(M,R). D’autre part nous confondrons souvent un lacet et sa

classe dans π1(M).

L’image de [ω] est le groupe de périodes P (ω) ⊂ R. Ce groupe est de

type fini, donc isomorphe à un Z
r(ω) ; r(ω) s’appelle le rang de ω. Le rang

est nul pour les formes exactes, égale à 1 si P (ω) est infini cyclique, et ≥ 2

dés que ω possède deux périodes rationellement indépendantes (P (ω) est

alors dense dans R).

Une primitive locale de ω est une fonction f à valeurs réelles, définie sur

un ouvert de M et vérifiant df = ω. Sur tout ouvert simplement connexe

ω admet une primitive locale, unique à une constante additive près.

Les singularités de ω sont les points x où ωx = 0 ; ils correspondent aux

points critiques des primitives locales. L’ensemble des singularités de ω est

noté Singω, et son complémentaire M∗.

Définition 0.A.1. Une forme ω est de Morse si tout point singulier

x de ω est un point critique non dégénéré pour les primitives locales de ω.

Les singularités d’une forme de Morse sont en nombre fini et ont un

indice compris entre 0 et n. Une singularité d’indice 0 ou n est un centre ;

une singularité d’indice 1 ou n-1 sera dite conique ; il en part deux bouts

singuliers (demi-cônes), voir Fig. 1.

Fig. 1

Sur M∗ = M− Singω la forme ω est non singulière et définit un feuil-

letage de codimension 1, donné par les niveaux des primitives locales de

ω.
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La forme ω détermine une mesure transverse invariante du feuilletage,

obtenue en associant à un intervalle (ou à une courbe fermée) transverse I

sa longueur |I| = |
∫
I ω|. Le feuilletage possède également une orientation

tranverse, donnée par le sens de croissance des primitives locales. En parti-

culier toute feuille compacte est transversalement orientée. Une feuille de ω

sera par définition une feuille du feuilletage ci-dessus. L’espace des feuilles

M∗/ω de ω est le quotient de M∗ par la relation d’équivalence “être sur la

même feuille ”.

Rappelons que, si r(ω) ≤ 1, alors toute feuille L de ω est fermée dans

M∗, ou de façon équivalente que L∪Singω est compacte. Une feuille L non

compacte est presque compacte si L ∪ Singω est compacte. Notons N(ω)

l’union des feuilles L telles que L ∪ Singω ne soit pas compacte.

On remarque que si ω est un 1-forme fermée de Morse et L est une

feuille compacte (régulière), alors les feuilles voisines de L sont également

compactes (le feuilletage est sans holonomie). On en déduit facilement que

N(ω) est ouvert et possède un nombre fini de composantes connexes. On

montre (cf. [A.L]) que si U est une composante connexe de N(ω), alors

toute feuille de U est dense dans U .

Les composantes connexes de N(ω) seront appelées composantes min-

imales de ω. Noter que si U est une composante minimale de ω, P (ω|U )

est dense dans R et que deux composante minimales sont égales ou dis-

jointes. On note aussi que chaque feuille contenue dans la frontière d’une

composante minimale U est presque compacte, en plus si ω n’a pas de liai-

son entre singularités d’indice 1 et n-1 (i.e. il n’existe pas de chemin [s, s′]
tel que ]s, s′[ soit contenu dans une feuille, où s est une singularité d’indice

1, et s′ est une singularité d’indice n-1 (voir Fig. 2)), chaque telle feuille

adhère d’un côté à U et de l’autre à un ouvert W formé des feuilles com-

pactes feuilletées comme produits : feuille compacte × intervalle ouvert.

En particulier les adhèrences des composantes minimales sont deux à deux

disjointes.

Nous noterons L(ω), ou simplement L, le plus petit sous-groupe dis-

tingué de π1(M) contenant l’image de π1(L) pour toute feuille L. Nous

aurons parfois à choisir un point base x ∈M . Le sous-groupe L ⊂ π1(M,x)

est engendré par les lacets de la forme cγc−1, où c est un chemin d’origine

x et γ est un lacet contenu dans une feuille. Puisque le feuilletage F défini

par ω est sans holonomie le quotient π1(M,x)/L correspont exactement

au groupe fondamental π1(BΓ) du espace classifiant BΓ associé au pseu-



Groupes fondamentales associés aux feuilletages 397

Fig. 2

dogroupe d’holonomie de F .

Soit U une composante minimale, et θ la forme induite ω|U . D’après

[Lev 3] nous avons l’équivalences suivantes :

a) Si un arc γ ⊂ U est d’intégral nulle (
∫
γ θ = 0), ses extrémités sont

sur la même feuille.

b) Il existe une courbe fermée C transverse à θ telle que, si x et y

bordent sur C un arc I avec
∫
I θ ∈ P (θ), alors x et y sont sur la même

feuille.

c) π1(U)/L|U � P (θ) donc isomorphe à Z
a, a ≥ 2.

Si ces conditions sont vérifiées, nous dirons que (U, θ) est une com-

posante minimale faiblement complète. On notera qu’alors toute courbe

transverse possède la propriété c), et que tout période de θ (sauf 0) peut

être représentée par une courbe transverse.

Soit C une courbe transverse dans une composante faiblement complète

(U, θ). La forme non singulière induite sur C par θ définit sur C une mesure

de Lebesgue ; en particulier, on peut parler de rotations sur C.

La condition b) ci-dessus signifie en fait que le pseudogroupe d’holo-

nomie de θ sur C est précisément le pseudogroupe engendré par le groupe

P (θ) agissant par rotations ; en d’autres termes, les intersections avec des

feuilles de θ sont les orbites de l’action de P (θ).
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Nous donnons maintenant deux résultats sans démonstration que nous

aurons besoin dans les parties qui suivent. Le premier est concernant aux

épimorphismes entre produits libres de groupes abéliens libres tandis que

le deuxiéme c’est la détermination de π1(BΓ) pour les feuilletages définis

par des 1-formes fermées de Morse sur les variétés fermées orientables de

dimension supérieur ou égale à 3.

Nous dirons qu’un groupe, G de type fini est un proligal(PROduit LIbre

de Groupes Abéliens Libres) s’il est isomorphe à un produit Z
a1 ∗ . . . ∗

Z
af , a1 ≥ . . . ≥ af ≥ 1. Un tel isomorphisme n’est pas unique, mais f et

les ai sont bien déterminés. Notons f = f(G).

Lemme 0.A.1 ([Lev 3]). Soit ϕ : G → G′ un épimorphisme. On

suppose que G et G′ sont des proligals et que ϕ est injectif sur chaque

facteur de G de rang ≥ 2. Alors ou bien ϕ est un isomorphisme ou bien

f(G) > f(G′).

Dans [Lev 3] G. Levitt à montre le théorème suivant :

Theoreme 0.A.2. Soit Mn une variété fermée orientable de dimen-

sion n ≥ 3, et ω une 1-forme de Morse sur M . Alors π1(BΓ) est un produit

libre de groupes abéliens libres. De plus les facteurs de rang ≥ 2 sont en bi-

jection avec les groupes des périodes des composantes minimales faiblement

complètes de ω.

Ce travail est la parti la plus important de ma thèse faite à l’Université

Paul Sabatier (Toulouse III). Je remerci mon directeur de recherche Gilbert

Levitt par son aide e encouragement.

I. Feuilletages mesurés de Morse sur les variétés fermées

Ici Mn(n ≥ 3) est une variété fermée orientable munie d’un feuil-

letage mesuré F non transversalement orientable avec singularité de Morse,

autrement dit, si p : M → M est le revêtement d’orientation de (M,F�),

p∗(F) est defini par une 1-forme fermée ω, de Morse.

Une composante minimale de F est par définition un ouvert saturé de

M∗ =M − Singω où toutes les feuilles sont denses.

Une composante minimale U sera appelée complète si ω |U est faiblement

complète (cf.section 0.A) où U est une composante connexe du relevé de U

dansM . En particulier si p−1(U) possède deux composantes connexes, F |U
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est défini par une 1-forme fermée faiblement complète. On dira aussi qu’une

composante minimale complète U est orientable (respect. nonorientable) si

F |U est transversalement orientable (respect. non transversalement ori-

entable).

Grace aux caractérisations des formes faiblement complètes on a l’é-

quivalence suivante:

1) ω |U est minimale faiblement complète

2) Pour toute courbe fermée C ⊂ U transverse à ω |U , le pseudogroupe

d’holonomie de ω |U restreint à C,Γ |C , est un groupe de rotations (i.e,

pour y ∈ Γ(x) ⇒ Ry ∈ Γ(Rx) pour toute rotation R de C).

Maintenant soit U est une composante minimale complète non orientable

avec pseudogroupe d’holonomie Γ et Γ |C sa restriction à une transversale

fermée C ⊂ U . D’après la définition de composante minimale complète et

de l’équivalence ci-dessus, on voit facilement que Γ |C est un pseudogroupe

engendré par un groupe d’isométries de C (chaque éleément de Γ |C est

défini sur C tout entier).

Considerons L ⊂ π1(M) le plus petit sous-groupe normal qui contient

les lacets contenus dans des feuilles et d’holonomie triviale. On rappelle

que si U ⊂ M est une composante minimale complète orientable, alors

π1(U)/L |U � P (ωU ) � Z
a où ωU est la 1-forme qui définit F |U (cf.

section 0.A).

Pour une composante minimale complète non orientable U nous al-

lons montrer que π1(U)/L |U � Z
a

� Z/2Z avec Z
a � P (ω |U ). Ce

qu’il y a derière cela c’est le fait bien connu que si un pseudogroupe Γ

d’homéomorphisme locaux d’un espace V est engendré par laction d’un

groupe G qui agit sur V de façon quasi analitique, alors π1(BΓ) = G. Dans

notre cas G n’est rien d’autre qu’un groupe d’isometries.

Notons premièrement que si h ∈ Aut(M,p) � Z/2Z est distinct de

l’identité et γ un chemin dans M alors,
∫
γ ω = −

∫
γ h

∗ω. Ainsi, pour

x, h(x) ∈ U et γ : [0, 1] → U un chemin les reliant, la fonction β(t) =
∫ h(γ(t))
γ(t) ω est continue et vaut disons, θ en zéro et −θ en un. Si θ = 0 alors,

x et h(x) sont dans la même feuille L de p∗F |U (U est une composante

minimale faiblement complète), donc L = p(L) est non orientable. Si θ �= 0

il existe t0 ∈ (0, 1) tel que β(t0) = 0 ce qui montre que γ(t0) et h(γ(t0))

sont dans la même feuille donc, pour une composante minimale complète

non orientable, l’ensemble des feuilles non orientables est non vide.
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Considérons maintenant les homomorphismes ϕ : π1(U)/L |U →
π1(U)/L |U induit par p |U : U → U et ψ : π1(U)/L |U → Z/2Z définis

de la façon suivante :ψ([α]) = 0 si α préserve l’orientation transverse du

feuilletage et vaut à 1 sinon. On voit facilement que la suite

0 −−−→ π1(U)/L |U
ϕ−−−→ π1(U)/L |U

ψ−−−→ Z/2Z −−−→ 0

est exacte. Il nous reste à montrer qu’elle est scindée : il suffit de trouver

une section s : Z/2Z → π1(U)/L |U . Considérons une feuille non orientable

L dans U (qui existe d’après ce qui précède), α un lacet contenu dans L

dont l’holonomie est d’ordre deux et definissons s(1) = [α]. Noton aussi

que l’action de Z/2Z � Aut(U, p) sur Z
a envoit θ ∈ Z

a sur −θ.
Considerons maintenant L′ ⊂ π1(M) le plus petit sous-groupe normal

qui contient π1(L) pour toute feuille L de F . Si U est une composante min-

imale complète orientable alors L′ |U = L |U (car F |U est sans holonomie)

donc, π1(U)/L′ |U � Za � P (ωU ).

Pour étudier le cas où U est une composante minimale complète non

orientable, nous remarquons d’abord qu’on peut donner une présentation de

π1(M)/L′ à partir de générateurs d’un pseudogroupe Γ. Nous considérons

le cas où Γ est le pseudogroupe d’holonomie défini sur une variété connexe

et simplement connexe V (par exemple V = R imergé dans M) transverse

à toutes les feuilles de F . Dans ce cas π1(M)/L′ a la présentation suivante :

Soit γi : Ui → Vi (i ∈ I) un système de générateurs de Γ, où chaque γi
est un homéomorphisme entre ouverts connexes de V . On obtient alors une

présentation de π1(M)/L′ en prenant pour générateurs des lettres ai (i ∈ I),
et pour relations les mots en ai et a−1

i tels que l’élément correspondant de

Γ (obtenu en composant les γi ou γ−1
i ) soit défini sur un ouvert non vide

de V et fixe un point. On remarque aussi qu’une présentation de π1(M)/L
est obtenue en remplaçant ci-dessus “soit défini sur un ouvert non vide et

fixe un point”par “soit défini et égal à l’identité sur un ouvert non vide

de V”. Notons que deux pseudogroupes équivalents (cf. [Salem]) ont les

respectives groupes présentés ci-dessus isomorphes.

Revenons au cas qui nous intéresse c’est-à-dire π1(U)/L′ |U où U est une

composante minimale complète non orientable. Pour une courbe fermée

C transverse, Γ |C est un pseudogroupe d’isométries équivalent au pseu-

dogroupe Γ′ sur R obtenu en relevant ces isométries et en ajoutant la trans-

lation de l’unité.
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Maintenant, d’après la présentation donnée ci-dessus, il est facile de voir

que π1(U)/L′ |U est trivial : en effet, puisque Γ′ est un groupe d’isométries,

chaque symétrie s ∈ Γ′ représente la classe triviale dans le groupe G �
π1(U) /L′ |U (presenté comme ci-dessus) ; de plus pour toute translation

r ∈ Γ′, la classe [rs] = [r], donc [r] est trivial car rs fixe un point.

I.A. Détermination de π1(M)/L et π1(M)/L′

D’après ce que l’on vient de voir, si (U,F |U ) est une composante mini-

male complète, alors π1(U)/L |U (resp. π1(U)/L′ |U ) est, soit isomorphe à

Z
a(a ≥ 2) (resp. Z

a, a ≥ 2), soit isomorphe à Z
a

� Z/2Z ( resp. {1} ) selon

que cette composante est transversalement orientable ou pas.

Dans le premier cas, F |U est défini par une 1-forme fermée ω et Z
a �

P (ω) groupe des périodes de ω. Dans le deuxième cas, Z
a est isomorphe au

groupe des périodes de la forme ω |U où ω définit p∗F et p :M →M est le

revêtement d’orientation de (M,F�) et U le relevé de U .

On va démontrer les théorèmes suivants:

Théorème I.1. Avec les hypothèses ci-dessus, π1(M)/L � F ∗ Z
a1 ∗

. . .∗ Z
ap ∗ (Zap+1 �Z/2Z)∗ . . .∗ (Zam �Z/2Z)∗Z/2Z∗ . . .∗Z/2Z ou ai ≥ 2

et F est un groupe libre. De plus, on a une correspondance 1-1 entre les

facteurs Z
ai et les composantes minimales complètes orientables et entre les

facteurs Z
aj � Z/2Z et celles qui ne sont pas orientables.

Théorème I.2. Si (M,F) est comme ci-dessus, alors π1(M)/L′ �
F ∗ Z

a1 ∗ . . . ∗ Z
ap avec ai ≥ 2 et de sorte que les facteurs Z

ai sont en

correspondance 1-1 avec les composantes minimales complètes orientables

et, F est un groupe libre.

Corollaire I.3. Si F est à holonomie triviale, alors π1(M)/L �
F ∗ Z

a1 ∗ . . . ∗ Z
ap.

En effet, dans ce cas L = L′.

Remarques. Soit p : ML →M le revêtement associé à L, FL = p∗F
et M∗

L = ML − singFL. Il est facile de voir que p : M → M , revêtement

d’orientation de (M,F�) est un revêtement intermédiaire de (ML, p). En

particulier, FL est défini par une 1-forme fermée ωL de Morse. En fait ωL est

exacte, i.e ωL = df où f : ML → R est définie par f(x) =
∫ x
x0
ωL, x0 ∈ ML

un point base fixé. Maintenant puisque π1(ML) = π1(M
∗
L) est engendré par

les lacets contenus dans des feuilles, (M∗
L,F∗

L) ne possède pas de transversale
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fermée donc, toute feuille de F∗
L est fermée ce qui implique que l’espace de

feuilles M∗
L/F∗

L est une 1-variété (en général non séparée) en plus, puisque

le morphisme ϕ : π1(M
∗
L) → Z qui donne l’indice d’intersection d’un lacet

avec une feuille est trivial, on voit que toute feuille sépare M∗
L en deux

composantes connexes ce qui implique queM∗
L/F∗

L est simplement connexe.

De la même façon, considérons p : ML′ → M le revêtement associé à

L′,FL′ = p′∗(F) et notons M∗
L′ = ML′ − singFL′ . Il est clair que si L′

est une feuille de F∗
L′ = FL′ − singFL′ alors, p′ |L′ : L′ → L = p′(L′)

est un homéomorphisme. Puisque π1(ML′) = π1(M
∗
L′) est engendré par

les lacets contenus dans les feuilles, si F∗
L′ possède des feuilles compactes,

alors toute feuille compacte orientable sépare M∗
L′ en deux composantes

connexes (rappelons que l’indice d’intersection d’un lacet transverse à une

feuille fermée non orientable est défini comme le résidu modulo 2 du nombre

m de points d’intersection).

Démonstration du théorème I.1. La démonstration sera faite en

trois étapes : dans la première nous supposons que toutes les composantes

minimales de F sont complètes et que sur (M,Fω) il n’existe pas de liaisons

entre singularités d’indice 1 et n-1, donc ni sur (ML,FL). Cela va nous

permettre d’associer à (ML,FL) un arbre T muni d’une action de π1(M)/L
sans inversion. Dans la deuxième étape on utilise la Théorie de Bass-Serre

(cf. [Serre]) sur le graphe de groupes et groupe fondamental de graphe de

groupes pour caractériser π1(M)/L = G.

Nous allons montrer que si Y = G/T dénote le graphe quotient, et si y ∈
AretY alors, le groupe Gy de stabilisateurs de j(y), relevé de y dans T , est

trivial, et que pour p ∈ SomY, Gp est soit isomorphe à Z
ai � π1(Ui)/L|Ui ,

soit à Z
ai � Z/2Z � π1(Ui)/L|Ui soit Z/2Z selon que p représente une

composante minimale complète Ui orientable, non orientable ou p représente

une feuille compacte non orientable. Si p représente un centre ou la frontière

d’un Wk adhérant uniquement à des ouverts de feuilles compactes, Gp =

{1}. Ensuite d’après 5.4 Théorème 13 [Serre] π1(M)/L � F ∗ (∗Gp) où

F = π1(Y ) est un groupe libre ce qui nous permet de conclure.

Dans le cas général (étape 3) on perturbe F au voisinage des singu-

larités coniques de façon à se ramener à la situation précédente sans changer

π1(M)/L.

étape 1 - l’arbre T . Supposons d’abord que sur (M,F), toutes les

composantes minimales sont complètes et que sur (M,Fω) il n’existe pas
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de liaisons entre singularités d’indices 1 et n-1, donc ni sur (ML,FL). Cette

dernière hypothèse, d’après [section 0.A], implique que les feuilles presque

compactes dans la frontière d’une composante minimale de (M,F) adhèrent

d’un coté à la composante elle même et, de l’autre coté à un ouvert des

feuilles compactes Wk qui est soit feuilleté comme produit i.e L×(0, 1), soit

possède une seule feuille non orientable selon que F |Wk
est transversalement

orientable ou non. En particulier l’adhérence des composantes minimales

U1, . . . , Up de (M,F) sont deux à deux disjointes.

On remarque aussi que puisque FL est transversalement orientable et

puisque pour toute feuille L′ ∈ FL p |L′ : L′ → L = p(L′) est soit 1-

1, soit 2-1, les composantes connexes du relevé d’un ouvert de feuilles

compactes Wk sont aussi feuilletées comme produit et, si pour chaque

i ∈ {1, . . . , p}, p−1(Ui) =
⋃

n∈N Ui
n, la frontière des Ui

n est aussi constituée

de feuilles presque compactes qui adhèrent d’un coté à Ui
n et de l’autre coté

à des ouverts de feuilles compactes feuilletés comme produit.

Considérons sur l’ensemble des feuilles non compactes de FL la relation

d’équivalence suivante : L ∼ L′ si, L et L′ appartiennent à Ui
n
⋃
∂Ui

n pour

i, n donnés, ou L et L′ appartiennent à une même composante connexe

de la frontière dans ML, d’un ouvert de feuilles compactes. Nous allons

maintenant associer à (ML,FL) un arbre T de la façon suivante : les som-

mets sont d’une part les centres, les feuilles compactes qui se projettent

sur une feuille non orientable et d’autre part les classes données par la re-

lation ci-dessus. Les arêtes sont les paquets de feuilles compactes orientés

par l’orientation transverse du feuilletage et attachés aux sommets de façon

évidente. T est un arbre (car dans ML toute feuille sépare) muni d’une

action de π1(M)/L sans inversion.

étape 2 - les stabilisateurs. On remarque d’adord que si Ui est une

composante minimale complète, alors π1(Ui)/L|Ui s’injecte dans π1(M)/L :

en effet, si F|Ui est transversalement orientable, puisque π1(Ui)/L |Ui �
P (ω |Ui

) où Ui est un relevé de Ui dansM , tout lacet γ dans Ui représentant

une classe non triviale dans π1(Ui)/L|Ui se relève dansM en un lacet γ avec∫
γ ω �= 0 ce qui implique qu’un tel élément γ ne peut pas être zéro dans

π1(M)/L. Maintenant si F |Ui n’est pas transversalement orientable et

[γ] �= 0 dans π1(Ui)/L|Ui mais est zéro dans π1(M)/L alors γ se relève

en un lacet γ dans M avec
∫
γ ω = 0. Cela est une contradiction avec

le fait que π1(Ui)/L|Ui � P (ω |Ui
) � Z/2Z où l’isomorphisme associe une
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classe [α] ∈ π1(Ui)/L|Ui d’un lacet qui préserve l’orientation transverse du

feuilletage à [α] =
∫
α ω ∈ P (ω |Ui

). On verra ensuite que si g ∈ π1(M)/L
fixe un sommet j(p) ou p représente une feuille compacte L non orientable,

alors g peut être représenté par un lacet γ contenu dans L à holonomie

d’ordre deux donc non trivial dans π1(M)/L.

Cherchons maintenant les stabilisateurs des sommets et des arêtes de T .

Soient Ui une composante minimale de (M,F) telle que F |Ui est transver-

salement orientable, pi,k un sommet de T qui correspond à une composante

connexe Uk
i du relevé de Ui dans ML et, Gi,k le groupe des stabilisateurs de

pi,k. Puisque π1(Ui)/L|Ui s’injecte dans π1(M)/L et que tout élément dans

π1(Ui)/L|Ui peut être représenté par un lacet dans Ui, π1(Ui)/L|Ui ⊂ Gi,k.

Maintenant, si g ∈ Gi,k et x ∈ Ui
k, alors x et g(x) appartiennent à Ui

k,

ainsi si λ est un chemin dans Ui
k qui joint x à g(x), p(λ) représente g ce

qui montre que Gi,k = π1(Ui)/L|Ui � Z
ai .

De la même façon on obtient que Gi,k = π1(Ui)/L|Ui � Z
ai � Z/2Z

dans le cas où F |Ui est non transversalement orientable. Si maintenant

sj est un sommet de T qui correspond à une feuille compacte L′ dans

ML qui est le relevé d’une feuille non orientable L, il est clair que Gsj =

Aut(L′, p |L′) et donc est isomorphe à Z/2Z. Si Gp est le stabilisateur d’un

centre, évidemment Gp = {1}. Pour voir que les stabilisateurs des arêtes

sont des groupes triviaux, il suffit de remarquer que chaque arête correspond

à un ouvert de feuilles compactes feuilleté comme produit et homéomorphe

à son image par l’application de revêtement.

Soit maintenant p un sommet de T qui représente une composante con-

nexe de la frontière d’un ouvert de feuilles compactes qui n’adhère qu’à des

ouverts de feuilles compactes ; p est une union de feuilles presque compactes

et dessingularités de FL.

Pour montrer que Gp = {1}, on montre que chaque élément de Gp fixe

toutes les arêtes attachécs à p. En effet, si ce n’est pas le cas, alors il existe

deux ouvertsW1,W2 de feuilles compactes dansML avec p comme frontière

commune, qui se projettent sur un même ouvert W dans M ; il existe aussi

x1 ∈ W1, x2 ∈ W2 et un chemin λ qui joint x1 et x2 avec λ ⊂ W1
⋃
W2 tel

que p(λ) ⊂ W soit un lacet. Or puisque W est feuilleté comme produit,

on a p(λ) ∈ L, contradiction. Pour conclure, on applique le théorème de

structure (cf. 5.4 [Serre]) au graphe de groupes ainsi obtenu.

étape 3 - on approche F . Pour chaque singularité conique s, il existe
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un voisinage Us de s tel que F |Us soit défini par une 1-forme de Morse

exacte dfs et tel que s soit un point critique de fs d’indice n-1. Pour chaque

s choisissons une fonction ”bosse”gs : M → [0, 1] de classe C∞, égale à 1

sur un petit voisinage Us
′ ⊂ Us de s et à zéro en dehors d’un voisinage un

peu plus grand.

Pour ε > 0 perturbons F en Fε en approchant chaque dfs par dfs(ε) =

dfs − εdgs. Ce passage a pour effet dans (M,Fω) d’approcher ω par ω(ε) =

ω −
∑

sn−1
εdgsn−1 +

∑
s1
εdgs1 ou sn−1 (resp. s1) désigne les singularités

d’indices n-1 (resp. 1), relevées de s et les gsn−1 = gs1 : M → [0, 1] sont tels

que gsn−1 = gs1 = gsp.

Notons que pour ε petit, F et Fε ont les mêmes singularités et que le

passage de F à Fε se fait en ”coupant” les feuilles au voisinage des singu-

larités coniques (cf. Fig. 3). En particulier, L est une union croissante de

L(Fε) = Lε quand ε decrôıt vers 0. On sait (d’près [Lev 2 pp. 651-652])

que pour ε assez petit, cette perturbation a pour effet dans (M,Fω) de rem-

placer les composantes minimales non faiblement complètes par des feuilles

compactes. Par contre (cf. [Lev 2 I.7.3 et II]) celles qui sont faiblement

complètes subsistent avec le même groupe de périodes.

Fig. 3

Choisissons une suite εp tendant vers zéro de façon monotone et, posons

Fεp = Fp,Lεp = Lp. Sans perte de généralité on peut supposer que dans

M les feuilletages Fω(εp) n’ont pas de liaisons entre singularités d’indices

1 et n-1 : en effet, si s1 et sn−1 sont deux singularités d’indices 1 et n-1

respectivement dans Fω qui sont reliées dans Fω(εp) et Fω(εq) alors, on peut

trouver dans (M,Fω) un lacet λ de mesure transverse 2(εp − εq) ∈ P (ω),
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donc deux telles singularités ne peuvent être reliées dans Fω(εp) que pour

une seule valeur de 2εp modulo P (ω).

Ainsi, pour p assez grand, Fp est comme dans la première partie, et

π1(M)/Lp � F ∗Z
a1 ∗ . . .∗Z

ap ∗ (Zap+1 �Z/2Z)∗ . . .∗ (Zam �Z/2Z)∗Z/2Z ∗
. . . ∗ Z/2Z. Appliquons le Théorème 0.2 et le Lemme 0.1 au diagramme

commutatif

0 −−−→ π1(M)/Lp
αp−−−→ π1(M)/Lp

βp−−−→ Z/2Z −−−→ 0


� ψp



� ϕp



� id



�



�

0 −−−→ π1(M)/Lp+1
αp+1−−−→ π1(M)/Lp+1

βp+1−−−→ Z/2Z −−−→ 0

où les lignes sont des suites exactes, les applications αp et αp+1 sont celles

induites par l’application de revêtement, les applications βp et βp+1 envoient

[λ] sur 0 si λ préserve l’orientation transverse du feuilletage et sur 1 sinon,

et les applications ψp et ϕp sont les épimorphismes induits par les inclusions

Lp ⊂ Lp+1 respectivement Lp ⊂ Lp+1.

Or, pour p assez grand les épimorphismes ψp sont (d’après le Lemme

0.1) des isomorphismes, il est donc de même pour les ϕp : la suite des Lp est

donc stationnaire pour p siffisament grand. Le théorème est demontré. �

Essentiellement le même type de raisonnement va nous permettre de

démontrer le Théorème I.2.

Démonstration du Théorème I.2. Comme dans la démonstration

du théoreème I.1, supposons d’abord que les composantes minimales U1, . . . ,

Uk de (M,F) sont complètes et qu’il n’existe pas, dans le revêtement

d’orientation (M,Fω), de liaison entre singularités d’indices 1 et n-1.

Considérons p : ML′ → M le revêtement associé à L′. On remarque

que pour toute feuille L′ ⊂ FL′ = p∗F , p |L′ : L′ → L = p(L′) est un

homéomorphisme, en particulier l’holonomie de toute feuille est soit triv-

iale, soit d’ordre deux. L’hypothèse d’absence de liaisons entre singularités

d’indices 1/n-1 sur M implique, que les feuilles presque compactes dans

la frontière d’une composante minimale de (M,F) adhèrent d’un côté à

la composante elle-même, et de l’autre côté à un ouvert Wk de feuilles

compactes qui est soit feuilleté comme produit soit, qui possède une seule

feuille non orientable donc, d’après la remarque ci-dessus, sur (ML′ ,FL′) on
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a la même chose pour les feuilles presque compactes dans la frontière des

composantes connexes du relevé d’une composante minimale Ui.

Pour chaque i ∈ {1, . . . , k}, posons p−1(Ui) =
⋃

n∈N Ui
n et introduisons

sur l’ensemble de feuilles non compactes la même relation d’équivalence

introduite dans la démonstration du théorème I.1 en remplaçant ML par

ML′ . On va associer à (ML′ ,FL′) un graphe TL′ défini de la façon suiv-

ante : les sommets sont respectivement les centres, les feuilles compactes

non orientables et les classes données par la relation d’équivalence ci-dessus.

Les arêtes sont l’espace des feuilles des ouverts Wk de feuilles compactes

attachées aux sommets de la façon évidente. Puisque toute feuille compacte

orientable sépare ML′ (cf. remarques), TL′ est un arbre muni d’une action

naturelle et sans inversion de π1(M)/L′.
Comme dans la démonstration du théorème précédent, on va déterminer

les stabilisateurs des arêtes et sommets pour ensuite caracteriser π1(M)/L′

en appliquant le théorème de structure (cf. 5.4 [Serre]). Précisément on

va montrer que les stabilisateurs des arêtes et sommets sont triviaux sauf

pour les sommets qui représentent le relevé dans ML′ d’une composante

minimale complète orientable Ui ; dans ce cas le groupe de stabilisateurs

est π1(Ui)/L′ |Ui � Z
ai . D’après ce qu’on a vu au début de ce chapitre, si

Ui est une composante minimale complète alors, soit πi(Ui)/L′ |Ui � Z
ai ,

soit πi(Ui)/L′ |Ui est trivial selon que Ui est orientable ou non ; de plus

Z
ai � P (ωi) où ωi est la 1-forme fermée qui définit F |Ui .

Notons d’abord que π1(Ui)/L′ |Ui s’injecte dans π1(M)/L′ : en effet,

si n’est pas le cas il existe un lacet λ dans Ui qui borde une surface S

immergée dans M avec
∫
λ ωi �= 0 et dont les autres composantes de bord

sont des lacets contenus dans des feuilles. Par Stokes, cette surface traverse

le bord de Ui et, si on considére la surface délimitée par λ et S
⋂
∂Ui on

obtient
∫
λ ωi = 0, contradiction.

Maintenant, comme dans la demonstration du théorème précédent on

montre que si pi,n est un sommet de TL′ correspondant à une composante

connexe Ui
n du relevé dansML′ d’une composante minimale complète Ui et

Gi,n est le groupe de stabilisateurs de pi,n, alors soit Gi,n � Z
ai soit trivial

selon que Ui est orientable ou non.

Si p représente une feuille non orientable L dans (ML′ ,FL′) et g ∈ Gp,

pour x ∈ L on a aussi g(x) ∈ L donc, il est clair que g peut être représenté

par un lacet α ⊂ p(L) donc trivial dans π1(M)/L′. Si p est un centre, Gp =

{1} et on voit aussi que les stabilisateurs des arêtes sont triviaux car pour
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tout relevé Wk
′ d’un ouvert Wk de feuilles compactes, p |Wk

′ : Wk
′ → Wk

est un homéomorphisme. Finalement par un argument analogue à celui fait

dans la démonstration du théorème précédent, on montre que si p est un

sommet représentant une union de feuilles presque compactes qui adhèrent

uniquement à des ouverts de feuilles compactes alors, Gp = {1}. Ensuite

le théorème de structure nous donne π1(M)/L′ � F ∗ Z
a1 ∗ . . . ∗ Z

ap ou

F = π1(Y ), Y = TL′/G et G = π1(M)/L′.
Dans le cas général on raisonne exactement comme dans la deuxième

partie de la démonstration du théorème I.1 en remarquant que L′ est une

union croissante de L′
ε quand ε décrôıt vers zéro, puis en appliquant le

lemme 0.1 aux épimorphismes ϕp : π1(M)/L′
p → π1(M)/L′

p+1 induit par

les inclusions L′
p ⊂ L′

p+1, on conclut que pour p assez grand la suite des

L′
p est stationnaire ce qui démontre le résultat. �

I.B. Nombre de feuilles non orientables

Dans cette section on s’intéresse, sous les hypothèses du théorème I.1,

au nombre de feuilles non orientables de (M,F). On démontre précisément

que la connaissance de π1(M)/L nous permet de déterminer exactement ce

nombre. D’après le théorème I.1, on sait que π1(M)/L � F ∗ Z
a1 ∗ . . . ∗

Z
ap ∗ (Zap+1 � Z/2Z) ∗ . . . ∗ (Zam � Z/2Z) ∗Z/2Z ∗ . . . ∗ Z/2Z; Notons 7 le

nombre de facteurs Z/2Z dans le produit libre.

Théorème I.3. Avec les hypothèses ci-dessus, le nombre de feuilles

non orientables de F est 7+ 2ap+1+ . . . +2am.

Démonstration. D’après le théorème I.1, les composantes minimales

complètes non orientables de F sont en bijection avec les facteurs Z
ai�Z/2Z

dans le produit libre, i ∈ {p + 1, . . . ,m}. Montrons premièrement que le

nombre de feuilles non orientables dans une telle composante Ui est 2ai .

Soit U i le relevé de Ui dans le revêtement d’orientation de (M,F) et

fixons une feuille non orientable L ⊂ Ui dont on appellera son relevé L. Si

h : M →M est l’automorphisme de revêtement, fixons x et h(x) �= x dans

L. Considérons y ∈ U i et γ un chemin dans U i joignant x et y.

Puisque
∫
γ ω = −

∫
h(γ) ω, si y et h(y) sont sur une même feuille L

′
on

a 2
∫
γ ω = θ ∈ P (ω |Ui

) et si γ′ est un autre chemin joignant x et y alors,

2
∫
γ′ ω ∈ θ + 2P (ω |Ui

).

Maintenant puisque ψi : Ui/(Fω |Ui
) → R/P (ω |Ui

) définie par ψi(z) =
∫ z
x0
ω où x0 est un point base fixé dans U i, est une bijection (par définition
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de composante minimale faiblement complète), on voit que x et y sont sur

la même feuille si et seulement si θ ∈ 2P (ω |Ui). Ainsi à chaque feuille

non orientable L′ �= L dans F on peut associer un élément non trivial dans

P (ω |U i
)/2P (ω |U i

) � Z
ai/2Z

ai et cette correspondance est injective.

Réciproquement, si [θ] ∈ Z
ai/2Z

ai choisissons un chemin γ dans U i

d’origine x ∈ L avec
∫
γ ω = θ/2 et un chemin λ dans L qui lie x à h(x).

Le chemin β = γλ−1(h(γ))−1 est tel que
∫
β ω =

∫
γ ω −

∫
h(γ) ω = θ ∈ P (ω)

ce qui implique que y (l’extrémité de γ) et h(y) sont dans la même feuille,

donc la feuille Ly qui passe par y est le relevé d’une feuille non orientable.

On vient donc de montrer que le nombre de feuilles non orientables dans

une composante minimale complète non orientable Ui avec π1(Ui)/L|Ui �
Z

ai � Z/2Z est égal au nombre d’éléments de Z
ai/2Z

ai , i.e 2ai .

Soit maintenant U une composante minimale non complète, on s’intér-

esse au nombre de feuilles non orientables de F |U = ΥU (ΥU non transver-

salement orientable).

Choisissons ε > 0 suffisament petit pour que dans le revêtement d’orien-

tation M , le feuilletage Fω(ε), relevé de F(ε) obtenu en perturbant F au

voisinage des singularités coniques (cf démonstration du théorème I.1),

ne possède pas des liaisons entre singularités d’indice 1/n-1 et tel que

π1(M)/L = π1(M)/Lε. Par ce choix de ε, il n’existe pas de feuille presque

compacte non orientable dans F(ε) et, d’après la démonstration du théo-

rème I.1, le nombre de feuilles non orientables dans F(ε) est exactement

7+ 2ap+1 + . . .+ 2am .

Pour toute composante minimale non complète U comme ci-dessus, les

feuilles régulières de ΥU (ε) = F(ε) |U sont compactes et, si nU (respective-

ment nU (ε)) dénote le nombre de feuilles non orientables de ΥU (respec-

tivement ΥU (ε)) on a nU ≤ nU (ε) car le passage de F(ε) à F se fait en

”recollant” des feuilles au voisinage des singularités coniques (voir Fig. 4).

Nous allons montrer que pour ce choix de ε, on a nU = nU (ε) : en

effet, supposons que deux feuilles compactes non orientables L1, L2 dans

ΥU (ε) proviennent d’une même feuille L de ΥU après perturbation. Dans

ce cas, pour un point x0 ∈ L fixé, il existe deux lacets α1, α2 dans L

de la forme αi = γ−1
i βiγi (où γi est un chemin dans L d’origine x0 et

d’extrémité égale à l’origine de βi qui est un lacet dans L à holonomie

d’ordre deux) loin des supports des fonctions ”bosse”gs (cf. démontration

du théorème I.1) et tels que après perturbation chaque βi est un lacet
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Fig. 4

dans Li, i = 1, 2 à holonomie d’ordre deux. Or, dans F(ε) chaque αi

représente un générateur d’un facteur Z/2Z dans π1(M)/Lε alors que dans

π1(M)/L ils représentent le même élément (car α1α2
−1 est un lacet dans

L à holonomie triviale), ce qui contredit le fait que π1(M)/L = π1(M)/Lε.

Le même raisonnement montre que deux feuilles compactes non orientables

distinctes de F(ε) qui ne proviennent pas d’une composante minimale non

complète de F ne proviennent pas non plus d’une même feuille de F d’où

le résultat. �

I.C. Invariant d

Dans cette section on suppose toujours (M,F) comme au début du

chapitre c’est à dire Mn(n ≥ 3) est une variété fermée orientable munie

d’un feuilletage mesuré F non transversalement orientable avec singularités

de Morse. D’après le théorème I.1 π1(M)/L � F ∗Z
a1 ∗ . . . ∗Z

ap ∗ (Zap+1 �

Z/2Z) ∗ . . . ∗ (Zam � Z/2Z) ∗ Z/2Z ∗ . . . ∗ Z/2Z. Si k = rangF posons

d = k+m+ �
2 − 1 où � désigne le nombre de facteurs Z/2Z dans π1(M)/L.

Nous allons interpréter l’invariant d géométriquement. Pour chaque

singularité conique s de F , fixons pour chaque bout singulier qui part de

s, un segment transverse à F proche de s, orienté comme dans la Fig. 5 et

apellons Σ l’union disjointe de ces segments.

On dira qu’une singularité conique s est bloquante si une des deux pro-

priétés suivantes est vérifiée : i) les deux bouts singuliers qui partent de s

ne sont pas dans la même feuille, ii) les deux bouts singuliers sont dans la

même feuille et l’application d’holonomie associée à tout chemin contenu

dans la feuille et reliant les deux bouts singuliers, renverse l’orientation

de Σ. Si F est sans centre, 2d correspond au nombre de singularités blo-
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Fig. 5

quantes moins un terme correctif dû à d’éventuels cycles de liaisons entre

singularités bloquantes de type i) et qui peuvent être reliés par un chemin

dont l’application d’holonomie préserve l’orientation de Σ. Si F possède

des centres il faut en plus retrancher le nombre de centres de F .

Considérons maintenant le 1-complexe K1 où chaque composante con-

nexe de K1 est constituée d’une arête et de deux sommets : chaque arête

correspond à une singularité conique s et chaque sommet correspond à un

bout singulier qui part de s.

Définissons le 1-complexe K = K1/ ∼ où ”∼” est une relation d’équiva-

lence sur les sommets de K1 définie de la façon suivante : on dira que

a ∼ b pour a, b ∈ SomK1 si les deux bouts singuliers correspondant à a

et b respectivement sont dans la même feuille L et s’il existe dans L un

chemin γ reliant Σ ∩ a et Σ ∩ b dont l’application d’holonomie fγ préserve

l’orientation de Σ. Géométriquement, deux bouts singuliers correspondant

à un même sommet dans K correspondent à des liaisons de singularités

coniques dont les feuilles proches sont indiquées dans la Fig. 6.

Appellons c le nombre de sommets de K moins le nombre de composante

connexes, c’est-à-dire, c =
∑

(vq − 1) ou vq désigne le nombre de sommets

de la composante Kq de K.

Théorème I.5. Soit F un feuilletage mesuré de Morse sur une varié-

té fermée Mn, (n ≥ 3). Alors c = 2d + n où n est le nombre de centres de

F .

Démonstration. Comme dans la démonstration du théorème I.1,

nous utilisons un argument de perturbation.

Pour chaque singularité conique s, choisissons une fonction ”bosse” gs
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Fig. 6

(cf. I.1) et pour chaque couple de bouts singuliers correspondant à un même

sommet dans K, fixons dans la feuille à laquelle ils appartiennent un chemin

les reliant, loin des supports des gs. Choisissons ε > 0 petit et approchons F
par un feuilletage Fε de telle façon que toutes les composantes minimales de

Fε soient complètes, que L(Fε) = L(F) et que dans (M,Fω(ε)), revêtement

d’orientation de (M,Fε) il n’y ait pas de liaisons entre singularités d’indices

1 et n− 1.

Notons que F et Fε ont le même 1-complexe K : en effet, deux bouts

singuliers sont équivalents pour Fε si et seulement si ils sont équivalents

pour F : la condition nécessaire résulte du choix des voisinages, la condition

suffisante du fait que l’on passe de F à Fε en ”coupant” les feuilles près des

singularités coniques.

Posons 2d1 = c − n ; d’après ce qui précède, F et Fε on le même d1.

Nous sommes donc ramenés à montrer que d = d1 pour Fε.

Le feuilletage Fε est tel que dans le revêtement d’orientation, Fω(ε) =

p∗(Fε) n’a pas de liaisons entre singularités d’indices 1/n − 1, nous pou-
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vons donc considérer le graphe Y = T/G comme dans la démonstration du

théorème I.1. Les sommets de Y se répartissent en 5 types :

1) Les composantes connexes de K dont chaque sommet est une feuille

presque compacte

2) L’union des feuilles contenues dans l’adhérence d’une composante

minimale de Fε

3) Une union de feuilles presque compactes de Fε ne contenant aucun

bout singulier d’une singularité conique

4) Les feuilles compactes non orientables

5) Les centres de Fε

Considérons une composante connexe Kq de K, et sa contribution vq−1

à c. Si chaque sommet deKq est une feuille presque compacte,Kq représente

un sommet de type 1 de Y et vq est le nombre d’arêtes de Y attachées

à ce sommet moins 1. Sinon, Kq adhère à exactement une composante

minimale U et puisque U est complète, un seul sommet de Kq est une feuille

non presque compacte. Les autres sont des feuilles presque compactes et

chacune correspond à une arête de Y attachée au sommet correspondant à

la composante minimale U .

Ceci permet d’interpréter c =
∑

(vq − 1) comme suit : Pour chaque

sommet z de Y , appellons az le nombre d’arêtes attachées à z. Alors on a,

c =
∑

(1)(az − 2) +
∑

(2) az, les sommes étant prises respectivement sur les

sommets de type 1 et 2.

Soit maintenant z un sommet du type 3, 4 ou 5. Dans ce cas az vaut

respectivement 2,1 et 1. Donc c =
∑

(az − 2) + 2m + n + 7 où m est le

nombre de composantes minimales, n le nombre de centres, 7 le nombre de

feuilles compactes non orientables de Fε, et la somme est prise sur tous les

sommets de Y . Mais il est facile de voir que
∑

(az − 2) = −2χ(Y ). Or

−χ(Y ) = k − 1 = d−m− 7/2, donc c = 2d+ n. �

Remarques sur les variétés ouvertes. Dans son article intitulé

”Groupe fondamental de l’espace des feuilles” [Lev 1] G.Levitt montre

(Théorème II.1) que si ω est une 1-forme fermée non singulière sur une

variété orientable sans bord (de dimension quelconque, pas forcément com-

pacte), alors tout sous-groupe de type fini H ⊂ π1(M)/L est un produit

libre de groupes abéliens libres. Ensuite il montre (Théorème IV.6) que si

M est comme ci-dessus et F est supposé sans holonomie, on a aussi que

tout sous-groupe de type fini H ⊂ π1(M)/L est un produit libre de groupes
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abéliens libres, de plus si aucune feuille de F n’est localement dense, alors

H est libre.

On verifie (voir [Gus]) que les démonstrations de ces résultats s’étendent

au cas général et on obtient que si F est un feuilletage de codimension un sur

M non transversalement orientable tel que dans le revêtemen d’orientation

p :M →M,p∗F est soit défini par une 1-forme fermée (non singulière) soit

sans holonomie, alors tout sous-groupe de type fini H ⊂ π1(M)/L est un

produit libre de groupes dont les facteurs sont des groupes abéliens libres,

Z/2Z et groupes diédraux Z
a

� Z/2Z(a ≥ 2), de plus si aucune feuille de

F n’est localement dense, alors H est un produit libre de groupes dont les

facteurs sont des groupes abéliens libres de rang 1 et Z/2Z. Par contre avec

le mêmes hypothèses on a que tout sous-groupe de type fini H ⊂ π1(M)/L′

est un produit libre de groupes abéliens libres et si aucune feuille de F n’est

localement dense, alors H est un groupe libre. En particulier si le feuilletage

F est sans holonomie, alors tout sous-groupe de type fini H ⊂ π1(M)/L
est un produit libre de groupes abéliens libres et, si acune feuille de F n’est

localement dense, H est un groupe libre.

On peut verifier aussi qu’en utilisant cette dernière remarque, la même

démonstration du Théorème V.1 de [Lev 1] (qui dit qu’un groupe G de

type fini agissant librement sur une 1-variété connexe et simplement con-

nexe V par C2-difféomorphisme en preservant l’orientation est un produit

libre de groupes abéliens libres) s’étend au cas où l’action ne preserve pas

l’orientation de V .

II. Feuilletages presque sans holonomie

Dans la suite on désignera par (M,F , X) ou simplement (M,F), une

variété de dimension n, compacte, orientable, munie d’un feuilletage F de

codimension un de classe Cr(r ≥ 2), transversalement orienté par un champ

de vecteurs X. On suppose que si ∂M �= ∅, alors F est tangent au bord

∂M .

Definition II.1. Le feuilletage F est dit presque sans holonomie

(p.s.h) si toute feuille F ∈ F à holonomie non trivial est compacte.

D’après un théorème de R. Sacksteder [Sac 1] un feuilletage de classe

Cr, r ≥ 2 presque sans holonomie ne possède pas d’ensemble minimal ex-

ceptionnel.
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Les principales propriétés des feuilletages presque sans holonomie ont

été obtenues par G. Hector [Hec 1] et H. Imanishi [Im 2] quant à leur

structure générale et par R. Moussu [Mou 1] quant à leur holonomie.

Définition II.2. (cf. [Hec 1]) Un feuilletage p.s.h (M,F , X) est un

modèle (de feuilletage p.s.h) de type 1 ou 2 si la condition correspondante

est satisfaite :

1) Le feuilletage
◦
F induit par F dans l’intérieur

◦
M de M est sans

holonomie.

2) M est Cr-difféomorphe à un produit de la forme L× [0, 1] (où L est

une composante de ∂M) et F est transverse au facteur [0,1].

Remarque II.3. On peut montrer (voir [F] ou [C.G]) que si (M,F)

est un modèle de type 1 alors le feuilletage
◦
F de

◦
M est topologiquement

conjugué à un feuilletage de classe Cr défini par une 1-forme fermée ω pour

laquelle il existe un champ de vecteurs complet Y avec ω(Y ) = 1.

Désignons par
◦
Fω le feuilletage de

◦
M défini par ω et, pour un point

x ∈
◦
M fixé, [ω] : π1(

◦
M,x) → R l’homomorphisme obtenu en intégrant ω au

long des lacets. Soit H le noyau de ce morphisme, alors le groupe quotient

π1(
◦
M,x)/H s’identifie au sous-groupe de R des périodes P (ω) de ω, il est

donc abélien libre et, puisque M est compacte, il est de rang fini non nul.

On désigne par p : N →
◦
M le revêtement galoisien de

◦
M associé à H,

et par y un point de la fibre p−1(x). La fonction f : N → R définie par

f(z) =
∫
γ p

∗(ω) où γ est un chemin dansN joignant y à z est une submersion

définissant p∗
◦
Fω et est telle que p∗ω = df et f(y) = 0. De plus, si L est la

feuille de p∗
◦
Fω contenant y, la projection p est un difféomorphisme de L

sur L.

Nous pouvons voir ensuite que puisque ω(Y ) = 1, la derivée de Lie

LY ω = 0 ce qui entraine que le groupe à un parmètre (ψt) de difféomorphis-

mes de
◦
M engendré par Y laisse le feuilletage

◦
Fω invariant. Toutes ses

feuilles sont donc difféomorphes et échangées transitivement par (ψt).

Soit Z = p∗Y le champ de vecteurs (complet) sur N et (ϕt) le groupe à

un paramètre de difféomorphismes de N engendré par Z. On a f(ϕt(z)) =

t + f(z) pour tout z ∈ N et l’application h : (z, t) → ψt(z) est un difféo-

morphisme de L× R sur N . On en déduit en particulier que tout élément
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de π1(
◦
M,x) est représentable par un lacet dans une feuille L ou par une

courbe fermée transverse à
◦
Fω.

Notons aussi que puisque P (ω) laisse p∗
◦
Fω invariant et opère sur son

espace des feuilles par translation, soit
◦
Fω est une fibration sur S1, soit

◦
Fω

a toutes ses feuilles denses selon que P (ω) est cyclique ou non.

Un modèle de type 2 surM = L× [0, 1] est complètement déterminé par

une représentation abélienne du groupe fondamental de L dans le groupe

des homéomorphismes croissants de classe Cr, r ≥ 2, de [0, 1]. En parti-

culier si
◦
M n’a pas de feuilles compactes, puisque F n’a pas de minimal

exceptionnel (F est au moins de classe C2), F est topologiquement con-

jugué au feuilletage suspension d’un groupe de type fini G de translations

de R et a ses feuilles ou toutes propres ou toutes denses selon que G est de

rang 1 ou non.

Le théorème suivant dû à G. Hector (cf.[He 1]) permet de réduire l’étude

des feuilletages p.s.h à celle des modèles.

Théorème II.4. Si (M,F) est une variété compacte munie d’un

feuilletage p.s.h de classe Cr, r ≥ 2, il existe une suite finie

{(Mi, ϕi)}i∈{1,... ,p} de variétés compactes Mi et d’immersions :

ϕi :Mi →M . telle que

a) pour tout i, l’image ϕi(Mi) de ϕi est une sous-variété compacte,

saturée de (M,F) et la restriction de ϕi à
◦
M i et à chaque composante de

∂Mi est injective ;

b) La réunion des sous-variétés ϕi(Mi) est égale à M et (Mi, ϕi
∗(F))

est un modèle pour tout i.

II.A. Détermination de π1(M)/L et π1(M)/L′ pour les

feuilletages presque sans holonomie

On se propose dans cette partie, en utilisant la même technique utilisée

dans la partie I, de démontrer les deux théorèmes suivants :

Théorème II.A.1. Soit (M,F) une variété orientable fermée mu-

nie d’un feuilletage de codimension un de classe Cr, r ≥ 2 presque sans

holonomie, alors π1(M)/L′ � F ∗ G1 ∗ . . . ∗ Gp où F est un groupe libre,

les Gi sont des groupes abéliens (pas forcément libres) et sont en correspon-

dance 1-1 avec les modèles du type 1 qui ne sont pas du type 2.
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Théorème II.A.2. Soit (M,F) comme dans le théorème précédent.

Alors, π1(M)/L est isomorphe au groupe fondamental d’un graphe de

groupes (G,Y ) où chaque groupe qui le constitue est un groupe abélien (pas

forcément libre).

Tout d’abord le théorème II.4 nous dit qu’on peut décomposer (M,F)

en sousvariétés fermées (M1,F1), . . . , (Mp,Fp), (Mp+1,Fp+1), . . . , (Ms,Fs)

où chaque (Mi,Fi) 1 ≤ i ≤ p est un modèle de type 1 qui n’est pas du type

2 et pour i > p, (Mi,Fi) est un modèle de type 2 où chaque composante

de bord, i.e. Li × {0} et Li × {1} où Li est une feuille compacte, est bord

commun d’un (unique) modèle (Mj ,Fj) pour 1 ≤ j ≤ p.
Nous allons étudier tout d’abord les groupes π1(Mi)/Li et π1(Mi)/Li

′

pour les composantes (Mi,Fi) ci-dessus, où Li = L |Mi et Li
′ = L′ |Mi .

Pour (Mi,Fi), 1 ≤ i ≤ p
◦
F i est topologiquement conjugué à un feuil-

letage
◦
Fωi défini par une 1-forme fermée ωi et, puisque les groupes qui

nous interessent restent inchangés (à isomorphisme près) pour des feuil-

letages conjugués, on peut supposer que les feuilletages Fi, 1 ≤ i ≤ p

sont définis par ωi. Aussi puisque pour telles composantes π1(Mi)/Li =

π1(
◦
M i)/Li | ◦

M i

, nous avons, d’après les remarques IV.3, π1(Mi)/Li �

P (ωi) � Z
ai .

Pour le cas où Mi = Li × [0, 1], désignons par (Wn
i), n ∈ N les com-

posantes connexes du complémentaire Mi−A des feuilles compactes. Nous

avons déjà fait remarquer que pour un n donné, (Wn
i,Fn

i) est complète-

ment déterminé par une représentation ϕin : π1(Lin) → Diff+([0, 1]) (où

Lin est une feuille compacte dans ∂Wn
i) dont l’image est un groupe abélien

libre Gin � Z
ain de difféomorphismes croissants de [0,1]. On note que

puisque le feuilletage Fn
i est transversalement orientable les feuilles Lin

sont toutes difféomorphes à Li.

Pour chaque n soit Hn le noyau de la représentation ϕin . Il est clair que

le sousgroupe normal Li de π1(Mi) = π1(Li) correspond exactement au plus

pletit sousgroupe normal de π1(Li) qui contient tous les Hn. Nous avons

ainsi naturellement un morphisme surjectif ψi : π1(Li)/Hn → π1(Mi)/Li

induit par l’inclusion Hn ⊂ Li et, puisque π1(Li)/Hn est un groupe abélien

libre le groupe π1(Mi)/Li est abélien.

Traitons maintenant les groupes π1(Mi)/Li
′ pour les composantes Mi

comme cidessus. Nous allons étudier ces groupes pour les composantes Mi
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du type 1 qui ne sont pas du type 2 car celles de type 2 ont comme groupe

associé le groupe trivial.

Remarquons d’abord que pour une telle composante (Mi,Fi),

π1(
◦
M i)/Li

′ | ◦
M i

� P (ωi) � Z
ai car Li | ◦

M i

= Li
′ | ◦
M i

. On peut voir

ainsi que pour obtenir π1(Mi)/Li
′ il faut tuer aussi les lacets γ ⊂

◦
M i avec∫

γ ωi �= 0 et qui sont homotopes à un produit de lacets contenus dans

des feuilles du bord de Mi, plus précisement, pour un point xi ∈
◦
M i fixé,

π1(Mi, xi)/Li
′ est le quotient de π1(

◦
M i, xi)/Li

′ | ◦
M i

par le sous-groupe nor-

malHi engendré par les lacets de la forme c−1λc où c est un chemin d’origine

xi et qui a pour extremité, l’origine d’un lacet λ contenu dans une feuille L

du ∂Mi bord de Mi ; ici évidemment π1(L) est vu comme un sous-groupe

de π1(
◦
M i).

On voit ainsi que π1(Mi)/Li
′ est un quotient du groupe abélien libre

P (ωi), donc abélien. L’exemple ci-dessous dû à G. Levitt montre qu’en

général ce groupe n’est pas abélien libre.

Exemple II.A.3. Considérons le tore T 3 = S1 × S1 × S1 feuilleté par

plans. Désignons par α1 un des générateurs de π1(T
3) transverse au feuil-

letage. Ensuite, si on tourbillone le long de α2
1 on obtient une variété fermée

munie d’un feuilletage presque sans holonomie et qui se décompose en deux

modèles M1 et M2 de feuilletages p.s.h de type 1 qui ne sont pas du type 2

où (M1,F1) est une variété compacte dont le bord est le tore T 2 frontière

du voisinage tubulaire de α2
1 où on tourbillone, et F1 est tel que toutes les

feuilles dans l’interieur de M1 sont des cilindres. Le modèle (M2,F2) n’est

rien d’autre qu’une composante de Reeb dont la feuille bord cincide avec

celle de M1. En suite on peut voir facilment que π1(M1)/L1
′ � Z

2 ×Z/2Z.

Démonstration du Théorème II.A.1. Comme au debut de cette

section, nous avons une décomposition de (M,F) en modèles (M1,F1), . . . ,

(Mp,Fp), . . . , (Ms,Fs) où les premiers p modèles sont ceux de type 1 qui ne

sont pas du type 2 et les autres sont des modèles du type 2 tels que chaque

feuille du bord est bord aussi d’un unique modèle Mj , 1 ≤ j ≤ p.
Considerons p :ML′ →M le revêtement de M associé à L′ et désignons

par FL′ le feuilletage relevé. Notons tout d’abord que pour toute com-

posante connexe Mn
i , n ∈ N et i > p, du relevé d’un modèle Mi, i > p, nous
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avons que p |Mn
i

:Mn
i →Mi est un homéomorphisme et pour chaque n, Mn

i

a évidemment aussi la propriété que chaque feuille (compacte) constituant

son bord est bord aussi d’une unique composante connexe Mm
j du relevé

d’un modèle Mj pour 1 ≤ j ≤ p.
Nous allons pouvoir ainsi associer à FL′ un graphe T de la façon suivante

: les sommets sont les composantes connexes du relevé des composantes

Mi, 1 ≤ i ≤ p (i.e celles de type 1 qui ne sont pas du type 2) et.les arêtes sont

d’une part les composantes connexes du relevé des modèles Mi, i > p, et

d’autre part les composantes connexes du relevé des feuilles compactes qui

sont bord commun à deux modèles Mi,Mj où i, j ≤ p, toutes attachées aux

sommets de la façon evidente. Maintenant, puisque π1(ML′) est engendré

par des lacets contenus dans des feuilles, toute feuille compacte sépare ML′

en deux composantes connexes, ce qui entraine que T est en fait un arbre.

De plus, nous avons une action naturelle et sans inversion de π1(M)/L′ sur

T .

Nous pouvons ainsi comme dans la partie I utiliser la théorie de Bass-

Serre sur les graphes de groupes pour déterminer π1(M)/L′. Nous allons

donc déterminer les stabilisateurs des sommets et des arêtes. Tout d’abord

il est clair que pour toute arête y de T correspondante au relevé d’un modèle

Mi, i > p (i.e du type 2), le groupe de stabilisateur Gy est trivial car tout

élément de Gy pout être représenté par la classe d’un lacet dans π1(Mi)/L′
i

et π1(Mi)/L′
i = {1}. Notons aussi que puisque les autres arêtes sont des

feuilles (compactes), leurs stabilisateurs sont eux aussi des groupes triviaux.

Pour déterminer les stabilisateurs des sommets notons d’abord que pour

tout modèle (Mi,Fi), i ≤ p, les groupes π1(Mi)/L′
i s’injectent dans

π1(M)/L′, ensuite puisque là aussi chaque élément du groupe de stabil-

isateurs Gp d’un sommet p correspondant à une composante connexe du

relevé d’un modèle (Mi,Fi), peut être représenté par la classe d’un lacet

dans π1(Mi)/L′
i, on obtient que Gp = π1(Mi)/L′

i, donc un groupe abélien

comme on a vu ci-dessus.

Nous pouvons ainsi associer à cette action (cf. partie I) le graphe de

groupes (G,Y ) où G = π1(M)/L′, Y = T/G est le graphe quotient et les

groupes des sommets et des arêtes sont respectivement des groupes abéliens

et groupes triviaux, donc d’après le théorème de structure ([Serre]) G est

isomorphe au groupe fondamental de ce graphe de groupes donc isomorphe

à F ∗G1 ∗ . . . ∗Gp où F = π1(Y ) est un groupe libre et Gi = π1(Mi)/L′
i. �
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Avant de démontrer le théorème II.A.2 faisons quelques remarques :

Considerons p :ML →M le revêtement de M associé à L et désignons par

FL le feuilletage relevé. Notons premièrement que, puisque toute feuille L′

de FL relevée d’une feuille compacte L de F est fermée, et, puisque π1(ML)

est engendré par des lacets contenus dans des feuilles et d’holonomie triviale,

toute feuille L′ separe ML.

Remarquons aussi que si X est un champ de vecteurs transverse à F
et Mi = L × [0, 1] est un modèle de type 2, les orbites de X restreintes

à Mi définissent un feuilletage trivial de Mi, on voit ainsi que si Mn
i est

une composante connexe du relevé de Mi, L
′ ⊂ Mn

i le relevé de L, et ψt

désigne le fit du champ Y = p∗X, l’application ψ : L′ × [0, 1] →Mn
i définie

par ψ(x, t) = ψt(x) est un difféomorphisme. De plus il est clair que chaque

feuille dans le bord de Mn
i est bord aussi d’une unique composante Mm

j

relevée d’un modèle Mj où j ≤ p, i.e un modèle de type 1 qui n’est pas du

type 2.

Démonstration du Théorème II.A.2. D’après ce qu’on vient de

voir on peut associer à (ML,FL) un arbre T de la même façon que dans

la démonstration du théorème précédent, c’est-à-dire les sommets sont les

composantes connexes du relevé des modèles Mi, i ≤ p et les arêtes sont

d’une part les composantes connexes du relevé des modèles Mi i > p,

d’autre part les feuilles L′ relevées des feuilles compactes qui sont bord

commun de deux modèles Mi,Mj de type 1 qui ne sont pas du type 2.

Nous avons là aussi une action de G = π1(M)/L sur T .

Pour montrer que les stabilisateurs des sommets et des arêtes sont des

groupes abéliens notons d’abord que pour les modèles Mi, 1 ≤ i ≤ s on

a des morphismes ϕi : π1(Mi)/Li → π1(M)/L (en général non injectifs)

induits par les inclusions Li ⊂ L, de plus il est facil de voir que le groupe

qui stabilise un sommet ou une arête de T correspondant au relevé d’un

tel modèle est exactement l’image de ce morphisme, donc isomorphe à un

quotient de π1(Mi)/Li donc abélien d’après ce qu’on a vu ci-dessus. Pour

les arêtes correspondant au relevés d’une feuille compacte L qui bordent

deux modèles Mi,Mj , i, j ≤ p il est clair que le groupe de stabilisateurs est

un quotient du groupe d’holonomie de la feuille L donc abélien d’aprés le

théorème, 3 [Hec 1].

Finalement le théorème de structure, nous dit que G = π1(M)/L
s’identifie au groupe fondamental du graphe de groupes (G,Y = T/G)
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dont les groupes qui le constituent sont ceux ci-dessus ce qui démontre le

théorème. �

Pour chaque modèle (Mi,Fi), i > p, i.e Mi = Li × [0, 1] nous avons une

representation ϕi : π1(Li) → Diffr
+([0, 1]). Désignos par Gi l’image de

cette representation et par fi1 , . . . , fim les generateurs de Gi. Notons que

les feuilles compactes de Fi correspondent à des points fixes communs à

touts les fij .

Corollaire II.A.4. Soit (M,F) comme dans le théorème II.A.2 et

supposons en plus que tout groupe Gi comme ci-dessus est tel que chaque

generateur fij possède un point fixe xij correspondant à une feuille compacte

où sur un intervalle contenant xij , fij est l’identité. Alors, π1(M)/L =

π1(M)/L′.
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ics Birkhäuser (1991).
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