¥y ¥ ¥y

Computacion y Sistemas

' Co acio -
'M computacion ISSN: 1405-5546

v Sistemas computacion-y-sistemas@cic.ipn.mx
Instituto Politécnico Nacional
México

Romero, F. J.; Vazquez, Rubén
Secuencias Cifrantes de Numeros Metalicos a partir de Fracciones Continuas
Computacion y Sistemas, vol. 7, nim. 4, abril-junio, 2004, pp. 272-284
Instituto Politécnico Nacional
Distrito Federal, México

Disponible en: http://www.redalyc.org/articulo.oa?id=61570406

Como citar el articulo e

Numero completo . -, e
P Sistema de Informacién Cientifica

Red de Revistas Cientificas de América Latina, el Caribe, Espafia y Portugal
Pagina de la revista en redalyc.org Proyecto académico sin fines de lucro, desarrollado bajo la iniciativa de acceso abierto

Mas informacion del articulo


http://www.redalyc.org/revista.oa?id=615
http://www.redalyc.org/articulo.oa?id=61570406
http://www.redalyc.org/comocitar.oa?id=61570406
http://www.redalyc.org/fasciculo.oa?id=615&numero=3155
http://www.redalyc.org/articulo.oa?id=61570406
http://www.redalyc.org/revista.oa?id=615
http://www.redalyc.org

Computacién y Sistemas Vol. 7 NUm. 4 pp. 272-284
© 2004, CIC-IPN, ISSN 1405-5546, Impreso en México

Secuencias Cifrantes de Numeros Metélicos a partir de Fracciones Continuas
Sequences Cifrantes of Metallic Numbers to leave of Continuous Fractions

F.J. Romero'y R. Vazquez
' CECyT “Cuauhtémoc”
Instituto Politécnico Nacional
roifxav@hotmail.com
2 Depto. de Ingenieria Eléctrica
Universidad Auténoma Metropolitana

Articulo recibido en Diciembre 12, 2003; aceptado en Febrero 12, 2004

Resumen

En este articulo se presenta el analisis de secuencias binarias generadas a partir de la representacion en
fracciones continuas de algunos niimeros irracionales algebraicos (Razon dorada, Numero de plata, Numero
de bronce). Este analisis se hace usando la funcion de auto-correlacion y de la transformada de fourier.
Posibles aplicaciones de estas secuencias serian en cifrados de flujo, sistemas de espectro disperso 6 bien, en
cajas de difusion o permutacion.

@. Razo6n dorada

o. Numero de plata

6. Numero de bronce

FCIS. Fraccion continua infinita simple.
FCS. Fraccion continua Simple

Abstract

In this article the analysis of binary sequences is presented generated starting from the representation in
continuous fractions of some algebraic irrational numbers (golden Reason, silver Number, brass Number).
This analysis is made using the auto-correlation function and of the one transformed of fourier. Possible
applications of these sequences would be in stream cipher, systems of dispersed spectrum or well, in diffusion
boxes or exchange.

¢. Golden Reason

o. Silver Number

0. Brass Number

FCIS. Infinita Simple Continuos Fraction.
FCS Simple Continuos Fraction

1. Introduccion

Los algoritmos empleados en seguridad informatica cominmente utilizan secuencias binarias que involucran niimeros
aleatorios. Por ejemplo, los esquemas de autenticacion reciproca de generacion de claves de sesion o los de generacion de
claves para algoritmos de cifrado. Sin embargo, en este articulo se emplean secuencias binarias obtenidas a partir de la
representacion en fracciones continuas de algunos ntimeros irracionales metalicos. Estos niimeros tienen un namero infinito
de cifras decimales, lo que llega a constituir una secuencia no periédica de nimeros decimales. Un numero irracional es un
namero real no racional, y algunos de ellos son algebraicos, por ser raiz de una ecuacion polinomial de coeficientes enteros.
Los que no cumplen con esta propiedad se llaman trascendentales (Gray R. 1994) (Romero I, 2002).

Asi en este articulo, las secuencias binarias estan generadas a partir de algunos niimeros irracionales algebraicos, que se
evallian para su potencial uso en sistemas de proteccion de informacion. Algunas aplicaciones de estas secuencias serian en
cifrados de flujo, sistemas de espectro disperso 6 bien, en cajas de difusion o permutacion. Para lograr esto se necesita un
estudio probabilistico de las secuencias generadas, que demuestre que estas secuencias irracionales cumplen con los
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criterios de aleatoriedad descritos por los tres postulados de Golomb (Golomb S. W., 1967), y la prueba universal de Maurer
(Ueli M. Maurer, 1992 ), investigaciones publicadas en articulos que muestran los resultados obtenidos (Romero I, 2002).
Cualquier numero irracional puede escribirse como una FCIS. Consecuentemente, si a es una FCIS entonces o es un
irracional.

Las fracciones continuas tienen algunas conexiones interesantes con el problema del Jigsaw como se describe en la
literatura (Kimberling C., 1983), que a partir de una figura geométrica (rectangulo) se genera un conjunto de rectangulos
girantes que producen un espiral logaritmico. Esta espiral converge una y otra vez, y en las longitudes de sus lineas que
generan los rectangulos se encuentra la razén dorada siendo esta el principal nimero metalico aqui descrito. De igual forma,
tiene conexion con uno de los mas viejos algoritmos de los matematicos griegos de 300 a. C. Algoritmo de Euclid para
calcular el maximo comun divisor de dos numeros como se describe en el trabajo mencionado (Harold Davenport, 1999).
En general, una fraccion continua simple puede expresarse de la forma siguiente:

| (1)

Donde los nimeros ay, a3, @, @, as,..., SON enteros.

Usualmente este tipo de fracciones continuas pueden escribirse en lista como:

P
a=[a,,a,,a,,a,,..]=—" ()

n

El primer coeficiente puede ser nulo, caso en que el nimero real estd comprendido entre 0 y 1, pero el resto de los
coeficientes son enteros positivos.

La sucesion de coeficientes es finita si y solo si o es un numero racional (es decir, un niimero de la forma p/qg, con q
diferente de cero, y con py ¢ nimeros naturales sin factor comun).

Si oc es un numero irracional, el desarrollo es infinito y si tomamos un niimero finito de términos como en (2), obtenemos
una sucesion de “aproximaciones racionales” al niimero o que tiende a oc cuando K — 00

El matematico francés Joseph Louis Lagrange (1736-1813) probd que un numero es irracional algebraico si y solo si su
descomposicion en fracciones continuas es periodica, (Long C. and Jordan, 1967).
2. Fracciones Continuas de los Numeros Irracionales

A continuacioén se describe el método que permite obtener la representacion en fracciones continuas de los niimeros

irracionales algebraicos, (¢, o, 5,~/2 ) tomando en cuenta que tres de estos niimeros irracionales pertenecen a la familia de
los niimeros metalicos encontrados a partir de la siguiente ecuacion:

x> —nx—1=0 Q)
2.1 Secuencia dorada (¢)

EL ntmero de oro ha sido ampliamente utilizado en una gran cantidad de culturas antiguas como base de proporciones, en
el disefio de sus construcciones, es el primer miembro de la familia de nimeros metélicos y es simplemente la relacion que
existe entre dos niimeros de Fibonacci consecutivos. Lan Stewart, et al, han llamado a ¢ "el nimero mas racional de los
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irracionales" debido a esto, una forma para encontrar ¢ como fraccién continua es primero considerar las soluciones a la
ecuacion (3), donde n = 1, asi entonces se tiene

x> —x-1=0 4)

Reestructurando esta ecuacion se tiene que,
2
X" =x+1 (5)

Y dividiendo ambos lados por X (cuando X no tiende a cero) se tiene X = 1 + 1/x que contiene una fraccién continua
directamente para la raiz (positiva), Este es el valor de X que al que se llama ¢, siendo entonces,

1
p=1+- (©)
¢

Al resolver también la ecuacion (4) por la formula general se obtiene las raices siguientes

1+-/5

é, = o~ L6 %)
¢2=1_2£ ~ 0618... (8)

Comprobando que la raiz positiva es el nimero de oro. Aplicando, asi mismo la ecuacion (6), se tiene que,

¢=1+% ®
I+—

¢

De esta forma, si esta aplicacion se hace iterativamente, se obtiene su representacion en fracciones continuas.

=1+ ! (10)

1+
1+

En forma de lista se tiene la siguiente FCIS

Pn
o=[1,1,1,1,1,1..] =" (11)

n

@ Se puede también encontrar en muchas dimensiones de una variable geométrica, pero en lugar de representarlo como

nimero irracional, se puede expresar de la manera siguiente. Dado un segmento de linea, se puede dividir en dos segmentos
A y B de longitud cualquiera, de una manera tal que la longitud del segmento entero esté a la longitud del segmento A,
mientras que la longitud del segmento A estd a la longitud del segmento B. Si se calcula esta relacion de transformacion, se
obtiene una aproximacion de la razén de oro.

2.2 Namero de Plata (o).
Este niimero ha sido parte de numerosas investigaciones fisicas, al tratar de sistematizar el comportamiento de sistemas
dinamicos no lineales, analizando la transicion de la periodicidad a la cuasi-periodicidad, también se recurre, en particular, a

esté niimero para describir y explicar el sistema romano de proporciones como se describe en la literatura (Kappraff J.
1996).
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Una forma para encontrar ¢ como fraccion continua es primero considerar las soluciones a la ecuacion (3), donde n =2, asi
entonces se tiene

x> =2x-1=0 (12)

Reestructurando esta ecuacion se tiene que,
x? =2x+1 (13)

y dividiendo ambos lados por X (cuando X no tiende a cero) se tiene X = 2 + 1/X que contiene una fraccion continua
directamente para la raiz (positiva). Este es el valor de X que al que se llama Numero de Plata, siendo entonces,

1
oc=2+— (14)
(@)

Al resolver también la ecuacion (11) por la formula general se obtiene las raices siguientes
=142 ~ 2414213.. (15)
oc=1-2 ~ -0414213.. (16)
Comprobando que la raiz positiva es el nimero de plata. Aplicando, asi mismo la ecuacion (13), se tiene que,

1

2+l
o

o=2+ (17)

De esta forma, si esta aplicacion se hace iterativamente, se obtiene su representacion en fracciones continuas.

1
o=2+ 1 (18)
2+
1
2+ |
2+—
y en forma de lista se tiene lo siguiente FCIS
o=[22,2,2.2,..] =" (19)

2.3 Namero de Bronce (8).

Al igual que los nimeros metalicos anteriores sus principales aplicaciones se han dado en el disefio de construcciones y
esto convierte a los nimeros metalicos en instrumentos invalorables para la busqueda de relaciones viables cuantitativas
entre la Matematica y el Arte.

Por lo cual analogamente, resolviendo la ecuacion (3), para una n = 3, se tiene el nimero de bronce que se denota como
sigue a continuacion:

1
0=3+— 20
S (20)
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S="—""'1- Q1)

De esta forma, si esta aplicacion de la ecuacion (18) se hace iterativamente, se obtiene su representacion en fracciones
continuas.

1

0=3+ (22)

1

3+ I
3+ I
3+
3+....
Y en forma de lista se tiene la siguiente FCIS

Pn

8=[3,3,3,3,3,...] = —+ (23)

2.4 Raiz cuadrada.

La representacion en fracciones continuas del niimero irracional /2 , se puede obtener como sigue:

1
J2 =1+ 24)
X
Usamos 1/x, siendo X >1. Aqui se requiere encontrar X. Asi que se reestructura esta ecuacion para encontrar el valor de X,

por lo que,

1
J2 1=~ (25)
X=—— (26)
J2 -1
Ahora bien, multiplicando el término de la derecha por ﬁ + 1 tanto en el numerador como en el denominador, se tiene

que:
J2 +1
2

=/2+1 27)

Sustituyendo la ecuacion (3) en (6), se tiene

X=x/§+1=1+1+1=2+1 (28)
X X

Ahora bien sustituyendo 2 + 1/x en aquellos lugares donde aparece X, se tiene la fraccion continua para X.

Ahora se puede expresar \/5 como una fraccién continua como se muestra enseguida:

N7 PR S (29)
2
T
2+ I
2+—
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Por lo que se refiere a la fraccion continua de~/2 tenemos:

V2 =12,2,2,2,2,....] (30)

3. Generacion de Secuencias Binarias

A partir de la fraccion continua obtenida en forma simple o en forma de lista, se empieza a generar el niimero irracional
con 233 digitos a partir de la siguiente ecuacion.

a, +1/(a, +1/(a, +1/(a; +1/(a, +1)))) (31

Existen otros métodos que se usan para calcular las fracciones continuas de un numero irracional como se describe en la
literatura (Lorentzen Lisa, and Waadeland Haakon, 1992).

Partiendo del método antes descrito de fracciones continuas se obtienen secuencias de los numeros irracionales (¢, o, 0,

J2)

Para el analisis que se describe en este articulo se generd una FCS de 100 coeficientes, por ejemplo para la razén dorada
(@), como se muestra a continuacion,

A=10,1,1,1, 1,1,1,1 e AL L1 (32)

218922905834555169026
¢ =  304224848179261915075

A continuacion se genera un vector decimal de la razon dorada con 233 digitos, sin considerar la parte entera.
¢ =106,1,8,0,3,3,9,8,8,7,4,9,8,9,4,8,4,8,2,0,4,5,8,6,8,3,4,3,6,
5,6,8,5,7,5,3,5,9, 1, 1,0,8,8,2,9,
2 ,8,2 9,1,9,0,2,9,8,7,0,9,8,3,0, 3
,8, 8,2,9,7,9,2,0,7,2,5 9,7,1,3,6,5,
9,518,2,8,4,3,7,1,9,6,3, 0,4,4,1,4,9,

OOO\"

8’ B
8,

3
1
4
1

Posteriormente se convirtié este numero decimal a su representacion binara, para tener una secuencia binaria de “0” y “1”.
Tomando esta secuencia binaria se convierte a un vector de “0”’s y “1”’s. Por ejemplo, el niimero irracional ¢.

¢=[1,0,0,1,1,1,1,0,0,0,1,1,0,1,1,1,0,1,1,1,1,0,0,1, 1,0, 1,1,1,0,0,1,0,1,1,1,1,1,1,1,0,1,0,0, 1,0, 1, 0,
o011,1,1,1,0,0,00,0,1,0,1,0,1,1,1,1,1,0,0,1,1,1,0,0,1, 1, 1,0,0, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0,0, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1,
o011,1,001,1,1,0,1,1,0,1,1,1,0,0,1,0,0,0,0,0,1,1,0,1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1, 1,0, 1,0,0,0, 1, 1, 0, 1, 0,
0,0,1,1,0,0,1,0,1,0,1,0,1,1,0,0,0,0,0,0,1,0,0,1,1,0,1,1,1,0,1,0,1,0,1,0,1,1,0,1,1,0,0,1, 1,0, 1, 1,0, 1,
51,1,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,0,1,0,0,1,0,0,1,0,1, 1, 1,0,0,0,0,0,0,1,1,1,0, 1, 1,0,0, 1,0, 1,0, 1, 0, 0, O,
0,0,1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,0,0,1,0,0,0,0,0,0,1,0,0,1,1,1,1,1,0,0,1,1,1,1,0,0,0,1,0,1,0,0, 1,1,0,0, 1, 1,
0,1,01,0,1,0,1,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1,0,0,0,0,1,0,1,0,0,0, 1,0, 1,0,0,0,1,1,1,0,1,0,0,0,1,1,1,0,0, 1,0, 1,
0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,0,0,0,0,1,0,1, 1,0, 1,0,0,0,0,0,1, 1,0, 1,0,1,1,1,0,1,1,0,0,0, 1,0, 1, 1, 1, 0,
1,001,00,0,1,0,1,0,0,0,1,1,1,1,0,0,0,0,0,1,1,1,1,0,0,0,0,0,1,1,1,1,0,0, 1, 1, 1]

Generando un vector de 774 caracteres, el cual se analiz6 y se encuentra reportado en el apartado siguiente.
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4. Herramientas de Andlisis
4.1 Funcion de auto-correlacion.
Un buen criterio para seleccionar una serie de sucesiones para aplicarla a un cifrado de flujo se basa en la minimizacion del
valor absoluto de la correlacion periddica entre sefiales, concepto que se encuentra disponible en la literatura (Simon M.
K., 1985).

P max —11aX { PA :Pc } (23)
Donde P,y P, son la maxima salida de fase periddica de la auto-correlacion y la correlacion respectivamente, y Pra es el

limite mas bajo que puede expresarse para una sucesion ideal comprendido de U sucesiones distintas de longitud L por la
desigualdad siguiente:

1
u-1 |2
P L 24
s [Lu—l} 9

Por otra parte se tiene que la secuencia de auto-correlacion de una sefial x(n), como se describe en la literatura (Alan V.,
1994), esta definida como:

o0

Mo (L) =Y x(n)x(n-1) (25)

nN=-o0
Cuando se trata de sefales causales de longitud finita N, la secuencia de auto-correlacion se define como:

N —|k|-1

M (L) = Z X(n)X(n - 1)
n=i (26)

Donde i=L, k=0 para L=>0 y i=0, k=L para L<0
En las aplicaciones précticas presentadas, la correlacion se puede usar para identificar la periodicidad de una secuencia, a
partir de muestras de la sefial, la cual se puede generar inmersa en ruido. Cuando una secuencia es periodica su auto-
correlacion exhibe la misma periodicidad y contiene picos relativamente grandes en L= 0, n, 2n,....
4.2 Probabilidad De Ocurrencia

Esta probabilidad se obtuvo aproximandola con la frecuencia relativa, en la ocurrencia de unos y ceros. Dando

Los resultados obtenidos se muestran en la tabla 1.

, . . Probabilidad de | Probabilidad de
Numero irracional
unos Ceros
[0 0.5013 0.4987
c 0.5220 0.4780
5 0.5284 0.4716
ﬁ 0.5220 0.4780

Tabla 1. Probabilidad de ocurrencia
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4.3 Trasformada de Fourier

La FFT se define como una operacion sobre un vector de N puntos

x[n]= {x[0]...., x[N = 1]} @7)
Cuyo resultado es otro vector
X[k]={X[o]..., X[t]...., X [N 1]} (28)
También de N puntos, definida como:
N-I
X[k]=>"xnmg para K=012,...N-1 9)
n=0
Donde
W L= e j2z /N

(30)

La operacion anterior puede interpretarse como la transformacion de una secuencia x[n], de N puntos, con muestras en el
dominio del tiempo, en otra secuencia X[k], asi mismo de N puntos, con muestras en el dominio de la frecuencia, como se
muestra en las graficas de las figuras en la seccion de resultados.

5. Resultados

Los miembros de la familia metalica, estan estrechamente relacionados con el comportamiento periédico en la dinamica no-
lineal, siendo por ello de gran ayuda en la busqueda de secuencias cifrantes para sistemas de proteccion de informacion.

Las sucesiones basadas en los miembros de esta familia poseen propiedades que se muestran en las graficas 1-8, obtenidas

de las secuencias binarias de los nimeros irracionales (¢, o, 5, ﬁ ). En las cuales se observa su FFT (espectro de
frecuencia), su auto-correlacion y su probabilidad de ocurrencia.

La figura 1 Muestra la FFT de la secuencia obtenida a partir del nimero irracional ¢ se observa la distribucion uniforme en
el espectro con una magnitud de 25, con 774 muestras. La figura 2 muestra la grafica de auto-correlacion, con una magnitud
maxima fundamental en la muestra 774, y un desvanecimiento hacia sus l6bulos laterales, se observa la similitud que existe
entre los segmentos de las muestras de la misma funcion.

250 T T T

B R e R S

I
=

MAGNITUD

=
S

S0f------ R EEL R b E b b ERRREE Ry

! h h h
300 400 500 600 700 800
MUESTRAS

Fig. 1 FFT de la Secuencia ¢

!
0 100 200
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Funcion de Autocorrelacion

o
=1
&

MUESTRAS

Fig. 2 Auto-correlacion de la Secuencia ¢

La figura 3 Muestra la FFT de la secuencia obtenida a partir del numero irracional ¢ (nimero de plata). Observando la

forme alrededor de la

on uni

magnitud 25. La Figura 4, muestra la grafica de auto-correlacion, en la cual se presenta la muestra 774 con magnitud

inimos de amplitud a lo largo de las 774 muestras y la distribuci

on de maximos y m

variacion

litud de la secuencia en sus lobulos laterales debajo de la magnitud 220, observando la similitud que

existe entre las muestras de la misma funcion.

3

maxima y una simi

250

500 600 700 800

MUESTRAS
Fig. 3 FFT de la Secuencia ¢

Funcion de Autocarrelacion

1000 1200 1400 1600

800
MUESTRAS

Fig. 4 Auto-correlacion de la Secuencia ¢
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La figura 5. Muestra la FFT de la secuencia obtenida a partir del nimero irracional 3, se observa que el espectro esta en
un margen aproximado de magnitud 25 con una distribucion uniforme, presentando valores maximos y minimos en el
espectro. La Figura 6, muestra la grafica de auto-correlacion, en la cual se presenta la muestra 774 con magnitud maxima, y
la similitud de la secuencia entre los 16bulos laterales debajo de la magnitud 225.

FFT

250 T

MAGNITUD

a0

h I 1 1
0 100 200 300 400 500 600 700 800

MUESTRAS
Fig. 5 FFT de la Secuencia 8

Funcion de Autocorrelacion
450 T T T T

MAGNITUD

H H H H H H H
o 200 400 BO0 800 1000 1200 1400 1600
MUESTRAS

Fig. 6 Auto-correlacion de la Secuencia &

La figura 7 Muestra la FFT de la secuencia obtenida a partir del nimero irracional \/E , se observa que el espectro esta en
un margen aproximado de magnitud 25 con una distribucion uniforme presentando una variacién de maximos y minimos de
amplitud a lo largo de las 774 muestras. La Figura 8, muestra la grafica de auto-correlacion, en la cual se presenta una
muestra fundamental maxima cercana a la magnitud 400 y una similitud entre los lobulos laterales debajo de la magnitud
220.

250 T T T T T
B R R S

1) WU RS SRS SRS ST SO SO S

MAGNITUD

L e S

s0}---

h h h h H
300 400 500 600 700 800
MUESTRAS

!
0 100 200

Fig. 7. FFT de la Secuencia ﬁ
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Funcion de Autocorrelacion
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Fig. 8 Auto-correlacion de la Secuencia ﬁ
Gréficas de la probabilidad de ocurrencia

En la figura 9 se observa la probabilidad de ocurrencia de las secuencias binarias, observando como la secuencia de la razén
dorada (1) es muy similar al nimero de bronce(3), asi como la secuencia del numero de plata (2) es muy similar al nimero
irracional Sqrt[2] (4). Esto se debe la relacion que existe entre las secuencias binarias, notando como a partir de la muestra 1
y hasta la muestra 10 se nota la variacion de probabilidad de ocurrencia, por tal motivo se toma este rango para graficar ya
que después de la muestra 15 las secuencias binarias son similares y no presentan cambios.

Probahilidad de Ocurrencia

Probahilidad

Muestras

Fig.9 Probabilidad de Ocurrencia

6. Conclusiones

Al obtener las secuencias binarias por medio de fracciones continuas, se piensa en su aplicacion de estas, a sistemas de
proteccion de informacion, como por ejemplo, en esquemas de flujo o comunicacion para espectro disperso. Se observa dos
requerimientos que toda secuencia cifrante que debe satisfacer para su correcta aplicacion al cifrado en flujo, su periodo y
su facilidad de implantacion.

Todas las soluciones positivas de la ecuacion (3) son miembros de la familia de niimeros metalicos recientemente
introducida por la aurora, como se puede aprecias en la literatura (Vera. W. de Spinadel, 1998), siendo el numero de oro el
que posee una descomposicion en fracciones continuas mas lentamente convergente, pues los denominadores que van a
pareciendo a medida que se calcula una nueva aproximacion son los mas pequefios posibles.

Es dificil evaluar si una secuencia binaria es suficientemente segura para su utilizacion en criptografia, ya que no existe un
criterio general y unificado que lo certifique. La complejidad computacional de un algoritmo se mide por dos variables
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cominmente, el tiempo y el espacio o requerimientos de memoria, ambos expresados en funcioén del tamafio de la entrada
(Lucena Lépez, 2001). Esto es un analisis que se ha realizado utilizando algoritmos probabilisticos como: los Postulados de
Golomb (Romero Ibarra, 2002), o la Prueba Universal de Maurer (Romero Ibarra 2002), utilizando los numeros
irracionales descritos.
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