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INTRODUCTION

En 1951, au Symposium sur les ondes de gravité, organisé par le
National Bureau of Standards, j'ai présenté une étude sur les équations
approchées de la houle en profondeur variable [1]. Cette étude était 1li-
mitée aux problémes plans (houles cylindriques) mais j'indiquais que la
méthode pouvait €tre étendue aux cas tridimensionnels. Les formules aux-—
quelles on aboutissait alors pour ces cas, justifiaient 3 titre de pre-
miére approximation, la pratigue usuelle de construction et d'interpréta-
tion des plans de vagues ; elle introduisait néanmoins un certain nombre

de corrections qui pouvaient en gros se grouper en trois catégories :

- des déformations des houles identiques en substance a celles

obtenues pour le cas bi-~dimensionnel,
- des corrections d'amplitude,

~ des corrections de longueur d'onde.

Les effets de la premiére catégorie ont été étudiés dans l'arti-
cle cité plus haut. Ceux de la deuxiéme catégorie ne sont pas significa-
tifs & l'ordre de précision retenu. Par contre, les effets de la troisiéme
catégorie peuvent avoir une certaine importance pratique du fait de leur
aspect "cumulatif". En effet, des variations de longueur d'onde, méme
petites n'ont pas uniquement un effet local mais sont susceptibles de dé-
former l'ensemble d'un diagramme de réfraction. Cependant, la précision
que l'on pouvait atteindre par le tracé graphique des épures de réfrac-
tion ne permettait guére l'utilisation pratique de ces résultats, Ceci
est la raison pour laquelle je m'étais jusqu'ici, abstenu de les publier,
leur intérét semblant d'autant plus lointain que l'aspect mathématique

pur de ces formules est sans intérét théorique.

Par contre, maintenant, étant donné les extraordinaires progreés
de rapidité et d'économie des calculatrices électroniques, il est possible

d'exécuter économiquement des calculs de réfraction trés précis utilisant
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au besoin des formules théoriques complexes. Il devient donc possible
d'utiliser les corrections de longueur d'onde présentées ici ; elles
permettent d'augmenter encore la précision et la sécurité des calculs

électroniques de propagation d'onde de gravité,

DEFINITION DU PROBLEME ET NOTATIONS

Nous considérons la propagation d'ondes de gravité "monochro-
matiques” sur un plan d'eau de profondeur variable d'un point & un autre.
Nous nous limitons & la théorie irrotationnelle, en fluide parfait et
incompressible ; par ailleurs, nous négligeons les termes de l'ordre du

carré de la cambrure,

La méthode que nous employons est du type "calcul des perturba-
tions", le phénoméne de référence (non perturbé) &tant la houle monochro-

matique cylindrique en profondeur constante.

D'une fagon plus précise, les ondes étudiées devront €tre
localement peu différentes d'une houle de référence ; par contre, par
suite des effets cumulatifs de diverses déformations, une houle de réfé-
rence donunée n'aura qu'une valeur locale. Ces hypothéses sont d'ailleurs
parmi celles que l'on fait implicitement pour justifier la théorie usuel-
le du tracé des épures de réfraction. On peut ainsi définir des fronts

d'onde, des orthogonales, des amplitudes locales, etc...

En chaque point, la houle de référence locale, ou houle "tan-
gente", aura par définition des fronts d'onde et des orthogonales rec-
tilignes, une amplitude constante ainsi qu'une profondeur de référence
également constante et égale & la profondeur réelle locale. Notre hypo-
thése suivant laquelle le mouvement réel différe localement peu de la

houle de référence entraine donc la petitesse :

- de la courbure des fronts d'ondes,
- de la courbure des orthogonales,

- des pentes de fond,

—~ des dérivées de l'amplitude,

Ces quantités seront considérées comme des infiniment petits
dont certaines puissances ou produits seront négligés suivant des rédles

gque nous préciserons plus loin. \
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Les notations utilisées sont les suivantes

X,¥,2, coordonnées dans un systéme cartésien OXYZ dont l'ori-
gine est sur la surface libre moyenne, l'axe 0Z etant vertical ascen-
dant.

E,Nn,z, coordonnées dans un systéme curviligne tri-orthogonal,
z étant défini comme précédemment, £ et 7 étant tels que les lignes
£ = c%® correspondent aux fronts d'onde et les lignes 1N = c'®, aux or-
thogonales, le sens de la propagation étant celui des & croissants et
deux lignes de créte consécutives ayant des coordonnées & différant de

zn.

Q(&,n,z,t) : potentiel des vitesses du mouvement,
27r
k, fréquence angulaire de la houle (k = ?T),

T, période de la houle,
h(&,n), profondeur locale (z= -h sur le fond),

m nombre d'ondes de référence (k° = gmoth moh),

oi

m, nombre d'ondes corrigé m \/(g-f;)z + <§§)2

m', défini dans le texte,

\ /0 G,
1, défini par 1 = (5-11 - (52 2
X y

Y:, courbure des fronts d'onde (positif lorsque les ondes

convergdent ),

Y2, courbure des orthogonales (positif lorsque la concavité

est vers les 1N crolissants),

0, pente du fond le long des orthogonales, positive lorsque
le fond remonte (la profondeur diminue), dans le sens de
la propagation :

oh

a=—m§2,
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B, pente transversale du fond le long des fronts d'onde, posi-

tive lorsque le fond remonte dans le sens des N croissants

a, demi-~amplitude locale de la houle.

EQUATIONS ET ORDRE D'APPROXIMATION

Nous définirons le mouvement par son potentiel des vitesses
p(&,n,2z,t}. Nous nous limitons aux théories linéaires par rapport a l'am-

plitude @ qul devra donc satisfaire aux conditions classiques sul-

vantes

Incompressibilrté :

Y 2
° e 2aml Dy

Ao = mi { 3¢ (1'52) * on m on 922

A désignant le laplacien,

Condition sur le fond :

dp O GL)
— = e = .h
5 mdég + 168n pour 2

Condition de pression constante en surface :

9
_2:;_k2¢ = 0 pour z =0

o

Nous savons déja que ces équations ne sont justes qu'a des
termes de l'ordre du carré de l'amplitude prés. Mais de plus, nous con-
sidérons comme petites les quantités Y, et Y, alnsi que les dérivées

de h et de a.
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Plusieurs de ces infiniment petits sont a priori indépendants
sl blen que la définition de l'ordre d'approximation auquel on pousse les
calculs est assez complexe, La fagon la plus directe de l'exprimer est de
faire la liste des quantités non négligées, cependant, pour rendre cette
liste moins arbitraire et abréger l'énoncé des approximations faites,
nous introduisons un infiniment petit de référence € et convenons que !

@ et B sont de l'ordre de e,

Toutes les autres dérivées de h sont d'ordre supérieur au
Seme

Y:1 est de l'ordre de 82.

163 2
est de l'ordre de €,

a Oy

1623 4

— P est de l'ordre de ¢€ .

a dy

Les dérivées supérieures de a, divisées par a, sont d'ordre

supérieur au S5&me ; les autres quantités infiniment petites

1 Oa
(Yo, — T etc...) ne sont pas indépendantes des précédentes.
a 0f

Nous convenons alors que toutes les égquations du probléme tel-
les qu'elles sont écrites ci-dessus doivent €tre satisfaites & des quan-
tités du sixiéme ordre (multipliédes par a) prés,

Au facteur a prés qul intervient partout au ler degré, nous

conservons donc toutes les quantités du méme ordre que :

ainsi que les produits deux 3 deux des quatre premiéres (0f excepté) et

les carrés des deux premiéres,

Ainsi que nous l'avons indiqué dans l'introduction, la recher-
che de la solution ne met pas en jeu de méthodes mathématiques origina-
les ou intéressantes en elles-mémes, En résumé, elles consistent i partir
d'une premiére approximation qui revient & admettre que localement le

potentiel a la mEme expression que celul de la houle de référence locale ¢
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®, = £ ch m{2+h) sin(kt-€)

expression dans laquelle f, m et h sont des fonctions de & et de

N et £ etant une ordonnée curviligne convenable.
Les équations du probléme imposent alors :

~ de donner une forme précise aux fonctions f et m,
~ de définir différentiellement le systéme de coordonnées &,n,

- d'introduire un certain nombre de termes correctifs.

Les formules essentielles auxquelles on aboutit ainsi, sont

réunies sur le tableau p.7.
Elles appellent les remarques suivantes :

a) - Dans un but de simplification, nous n'avons pas fait
apparaftre directement 1'amplitude dans l'expression de @ mais une
fonction f qui luil est liée en premiére approximation par la relation
(12).

b) - La relation (3) définit les positions relatives des 1li-
gnes £ = c%®, la construction usuelle des épures de réfraction (& par-
tir d'un front d'onde origine) n'est autre que l'intégration graphique
de ces équations — de m&me que le calcul sur ordinateur en est 1l'inté-

gration numérique.

Notre résultat justifie donc le procédé de construction ou de
calcul des épures de réfraction, cependant, il apporte une correction
du fait que m est légerement différent de m,. Autrement dit, la lon-
gueur d'onde locale dont il faut tenir compte pour ces épures est !

P 2N
L = «= et non Lo S —
m o

Nous étudierons plus en détail, cette correction qui constitue

l'essentiel du résultat obtenu, en ce qui concerne les applications.

c) - De m@me que m est inversement proportionnel 3 1l'écarte-
ment des lignes & = cte, 1 est inversement proportionnel & l'écarte-

ment des orthogonales. La relation (2) correspond & la loi de
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TABLEAU DE FORMULES

(p =
1, Y s \L
+ -—[a-é—sh m(z+h) - PG + Bch ml{z+h)] sin(kt-E) i
m
f = K{( )\//I
= n E

o€ 4 0,
\/%-;) + ) e

B V.

ays  Yi 1 3% kimv1
m:o_—.—+—.—+ —-—;-[ ]
RE 8m o)1 O m
a 0 -1a o 16(1 )
N o m T Y -y dn on
ay,
' = — - -~ [3bQ
m my = B

2
gmy, th m h = k

shmheh mh

E=chmh. shmh+mh Q=
2
E
m{z+h)
G =1{ ~ 1) m{z+h) ch m(z+h)
2E
1 0F 1 0OFf
"Fot  fon
m 31 1
Y1 = — x= = -~ (R = rayon de courbure des fronts d'onde)
19 R

B = fonction arbitraire de £ et n d'ordre de grandeur
4

€ ou £° et dont toutes les dérivées sont négligeables.,

i
= f 1 [ech m'{z+h)] sin(kt-E) + alam{z+h)sh m{z+h) + G] cos(kt-£)

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7}

(8)

(9)

(10}

(11)

K(n) = fonction arbirtraire de 7N satisfaisant aux conditions

d'ordre de grandeur indigquées pour a, On a d'ailleurs

en premiére approximation :

m' sh m'h
k

la valeur absolue de a étant la demi-amplitude,

a = -

Sauf dans |'équatton (3) m peut partout &tre remplacé par m' ou m

1'ordre d'approximation cholsl cease d'Etre respectd, °

(12)

sans que
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conservation des énergies transmises entre deux orthogonales (en fait,
i1 faudrait dire, des énergies de référence car on admet dans cet énoncé
que la formule de transmission d'énergie est celle de la houle de réfé-

rence locale),

Le débit moyen d'énergle par unité de temps et par unité de
largeur de front est en effet pour une houle cylindrique en profondeur

constante

pd a’® k Eq

am,, sh moh ch moh

{Eq = sh m,h ch m h + moh)

ce qui, compte tenu des formules (2) et (12) et (7) ol en premiére ap-

proximation, nous confondrons m, m' et m peut s'écrire

0’
Pk o
~1K"{

3 n)

Le débit d'énerdie par unité de temps entre deux orthogonales

n et mn+dn est,toujours en premiére approximation :

K
%——KQ(H)GT\

La fonction "arbitraire" K(n) représente donc & un facteur
constant prés et en premiére approximation la racine carrée {(positive ou
négative) de la densité d'énergie par rapport & la variable n. Cette
densité ne dépend pas de £, elle se conserve donc le long des orthogo-
nales, ce qui est bien le principe appliqué pour le calcul classique des

amplitudes réfractées.

d) - Ce qul précéde n'est vral qu'en premiére approximation
car, en fait, m, m, et m' ne sont pas rigoureusement égaux et d'autre
part, le troisiéme crochet de la formule (1) apporte une certaine modifi-
cation & l'amplitude qui n'est donc pas rigoureusement donnée par
1l'expression (12).

L'existence de la fonction arbitraire © dans ce crochet mon-
tre que la théorie, au degré d'approximation ou elle est poussée, ne
peut déterminer les lois de variation des amplitudes mieux qu'au qus

triéme ordre prés - par conséquent, les "premiéres approximations"
P P P
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établies plus haut, sont les seules que cette théorie nous permette dfat-
teindre. Elles sont en plein accord avec la régle de non-transfert de

l'énergie & travers les orthogonales.

APPLICATION AUX CALCULS DE REFRACTION

La formule (5) permet d'apporter une correction aux calculs ou
de réfraction., Celles-ci doivent &tre établies comme si la longueur d'onde

1 1

locale, ou la vitesse de phase, était proportionnelle &2 —~ et non &a ~—,
m m

o

Posons, pour simplifier

ays Vi 1 3 k(nwvi
M= memy = o b b — = [——
2E 8my  2ok(n VI dt Mo

]

—

ol nous avons, & droite, remplacé les m par des m, comme il est lici-

te de le faire.

La longueur d'onde & prendre en compte dans les épures de

réfraction est :

Autrement dit, la correction relative sur les longueurs d'onde
Am

sera : - - Si cette correction était partout la méme, la forme du plan
m

o
de vagues ne serait pas changée et la correction resterait purement lo-
cale et sans intérét pratique vu sa petitesse, Mais, en fait, cette cor-
rection relative varie d'un point & un autre et peut provoquer ainsi des
déviations des orthogonales qui se répercutent sur l'ensemble du plan de

vagues,

ORDRE DE GRANDEUR DES CORRECTIONS

Il est évidemment utile de se rendre compte de l'ordre de

m
grandeur pratique des corrections —— ainsi introduites. Pour cela, nous

Mo

examinerons quelques cas numériques.
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ays
2Emo

a) - Terme ¢ -

Un rayon de courbure des crétes égal a la longueur d'onde

est déja relativement petit ; nous pouvons donc considérer que L oest
L

une valeur forte pour Yy ; il en resulterait
Y1 _
o] en

E croft trés vite avec la profondeur mais par fonds faibles

il vaut environ 2m h, Pour des profondeurs relatives faibles % = 20,

par exemple, on aurait !
47

E #5= 2mh = —

20

Enfin & est rarement de plus de quelgues pour-cent. Pour
un fond naturel trés raide, 10 % par exemple serait déja trés élevé.

En définitive, on aurait donc

1 20
- 0,1 X == X — 4= - 0,025
21 47

Des conditions extrémement favorables étant réunies, on voit

que la correction reste néanmoins assez minime (2,5 %).

On peut ajouter gque les profondeurs relatives trés faibles
ne se rencontreront vraisemblablement que vers la fin de la course
des houles, sur les plages ol elles déferleront, Les modifications du
plan de vagues n'ont plus alors pratiquement qu'un effet local puis~
que les changements d'orientation des orthogonales n'auront plus

d'effets lointains.

En résumé, ce terme est vralsemblablement toujours négligea-

bleo
Y2
b) - Terme : RES
R anad 2
8mo

1
Dans 1'hypothése de courbure ci-dessus (y; = E), ce terme

vaut ¢
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~ = 0,008
8({2m)

Il est donc également trés faible et sauf dans des travaux de

grande précision, pourra aussi €tre le plus souvent négligé.

1 d° [K(n)\/'l'

2moK(n)/T o2 "o

]

c) ~ Terme :

Si, pour simplifier 1'étude de ce terme, nous supposons m,
{done h) constant {ou au moins indépendant de mn)}, nous savons

que le crochet est proportionnel a un facteur constant (ou indépendant de
7\) prés, & la demi-amplitude a [cf. formules (2) et (12)]. Ce terme

peut donc s'écerire

1 8% a

2 2
2my a ot

mg a représente la courbure maximum de la surface libre de la houle de

référence, le terme correctif peut donc s'ecrire

Yo €% Yy désignant les courbures de la surface libre des crftes dans

les directions de propagation et de front d'onde,

Ce rapport peut ne pas €tre négligeable car la réfraction peut
provoquer le long d'un front d'onde des variations d'amplitude relative-
ment brutales. Yy pourra aussi prendre des valeurs relativement impor-
tantes au voisinage de points de diffraction ainsi gque le montre l'exem-

ple suivant.

I1 s'agit en fait de 1'étude expérimentale de la diffraction
d'une houle en profondsur constante au passage d'une bréche de trois
longueurs d'onde de large, pratiquée dans une jetée rectiligne indéfinie

perpendiculaire & la direction de prorasdation incidente.

La figure 2a) représente schématiquement la disposition de

l'essai. Par suite des phénoménes de diffraction, l'amplitude n'est pas
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— Fig. 1 —

_Fig. 2 _

Signification geométrique de | et n

dans le systeme de coordonnées &,7

b)
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répartie uniformément le long des crétes. Au contraire, au voisinage de
la bréche, l'amplitude marque une diminution sensible au voisinage de
1l'axe et bien entendu des diminutions importantes vers les zones abri-
tées, La répartition de 1l'amplitude mesurée le long de la cr€te AB
(ayant parcouru une longueur d'onde depuis la bréche) est donnée & titre

d'exemple dans la figure 2b).

Sur cette figure, sont également indiquées en pointillés, aux
mémes échelles verticales exagérées, les allures des sections de la hou-
le par des plans verticaux perpendiculaires & la créte. On voit que les
courbures Yt Qquoique plus faibles que les courbures Y, ne sont ce-
pendant pas d'un ordre de grandeur trés différent si bien que l'on peut

Am
s'attendre 4 des corrections -—— atteignant par exemple l'ordre de

Mo

grandeur de 10 %.

Ainsi, les longueurs d'onde seront sensiblement plus faibles
sur l'axe que de part et d'autre de celui-ci et les orthogonales conver-
geront vers l'axe ainsi que le montre la figure. Cette convergence aura
pour effet de reconcentrer de l'énergie vers la zone axiale et ainsi,
d'y augmenter l'amplitude aux dépens des zones volsines. Ainsl, une lon-
gueur d'onde plus loin, par exemple, l'amplitude aura au contraire un
maximum local sur l'axe au lieu d'un minimum, L'inversion des courbures
Yy aui en résultera fera d'ailleurs également s'inverser la courbure

des orthogonales.

Alnsi, l'introduction de la correction de longueur d'onde dans
les calculs de diffraction permet, pour cet exemple, de prévoir des mo-
difications de répartition d'énergie le long de la créte alors que la
théorie usuelle n'aurait pu le falre. Ces modifications se font d'ail-
leurs sans enfreindre la lol de non~transfert d'énergie &4 travers les
orthogonales mais celles-ci, au lieu d'€tre rectilignes comme la théorie
usuelle le prévoit en profondeur constante, deviennent en fait des 1li-

gnes plus ou moins slinueuses.

La photographie de 1l'essai, figure 3, permet de voir clalire-
ment l'essentliel des phénoménes décrits, y compris le renforcement d'am-
plitude dans 1'axe & quelque distance de la bréche et l'inversion de la

variation de la longueur d'onde le long du front,
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LIMITES DE VALIDITE, COMPLEMENTS

Il importe de rappeler que toute cette théorie est basée sur
la petitesse des éléments gui distinguent localement 1a houle réfractée
de la houle de référence, soit &, B, Yi, etc..., son domaine de validi-
té sera donc celui ol ces guantités seront faibles, c'est-a-dire au fond
les cas que l'on pourrait appeler de réfractlion modérée. I1 faut exclure
en particulier, les volsinages des crolsements et accumulations d'ortho-
gonales (focales, caustiques, etc...) qui, d'ailleurs, cesseralent de
satisfalre & nos conditions qul excluent en fait toute anomalie de 1la

transformation &(x,y), n(x,y).

D'une fagon générale, tous les accidents "brusques" (voire
discontinuités) de la propagation entrent dans le domaine de la diffrac-
tion et i1 est certain que l'ensemble du phénomeéene de diffraction &
travers une bréche par exemple, ne sauralt &tre entiérement étudié par
une théorie de la réfraction telle gque celle~ci. Il suffit de remarquer
par exemple, gu'au voisinage des extrémités de la bréche, notre infini-

ment petit Yy,;, par exemple, deviendrait infiniment grand.

En résumé, les corrections proposées ne nous permettent pas
de traiter tous les cas de propagation et en particulier, pas ceux qui
relévent fonciérement de la théorlie de l1la diffraction, mais elles
permettent néanmoins d'étendre le domaine de validité des calculs de

réfraction et d'augmenter la précision de certains résultats.

Il est peut-@tre utile de rappeler également que nous nous
sommes limités & des théories du premier ordre par rapport aux amplitu-
des a de la houle., Nous avons donc la possibilité, au méme degré de
précision de "superposer" un nombre quelconque de houles de fréquences
{dentiques ou différentes. Par contre, nous n'utilisons gqu'une théorie
approchée. En particulier, pour les applications aux calculs de réfrac-
tion, 11 pourrait &tre souhaitable d'ajouter aux corrections données
iel celles qui résultent de 1'importance de la courbure -~ Cf, référence
[2]. La discussion compléte de cette nouvelle "correction" nous entraf-

nerait trop loin pour le cadre de la présente étude.
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