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Реферат

Цель. Определить распределение растягивающих напря-
жений в капсульном мешке хрусталика (КМХ) после факоэ-
мульсификации катаракты, обосновать выбор внутрикапсуль-
ного кольца (ВКК), изучить зависимость напряжений растяже-
ния в капсульных листках от размера кругового капсулорек-
сиса (ККР).

Материал и методы. Математическая модель описывает на-
пряженность в различных точках капсульного мешка хрусталика  
(КМХ) и позволяет оценить характер и степень влияния цен-
трального кругового капсулорексиса и ВКК. 

Результаты. Представлена математическая модель напря-
женного состояния системы «КМХ – связочный аппарат», воз-
никающего после факоэмульсификации катаракты с выполне-
нием переднего и заднего капсулорексиса и имплантацией ВКК. 

Заключение. В системе «КМХ – связочный аппарат» ре-
шающая роль принадлежит радиальным напряжениям, пре-
дельные значения которых наблюдаются в области эква-
тора КМХ. Предельное значение окружных растягивающих 
напряжений приходится на точки контура капсулорексиса.  
Увеличение диаметра капсулорексиса уменьшает радиаль-
ное напряжение в точках экватора. Используя известные  
биомеханические параметры, можно рассчитать дозиро-
ванную нагрузку, оказываемую ВКК на своды КМХ. При-
менение данной математической модели может быть ре-
комендовано в выборе и разработке новых конструкций  
ВКК.
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мешок хрусталика, капсулорексис, внутрикапсульное коль-
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ABSTRACT

Mathematical modeling in a solution of the long-term complications problem  
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Purpose. To define distribution of the stretching tension in a 
capsular bag after phakoemulsification, to prove CTR choice, to 
study dependence of stretching tension in a capsular bag from 
the capsulorhexis size.

Material and methods. This mathematical model describes 
tension in different points of capsular bag and allows to estimate 
a role of capsulorhexis and CTR. 

Results. The mathematical model of a tension in system «the 
capsular bag – zonules» after cataract surgery with anterior and 
posterior capsulorhexis and implantation of a capsular tension 
ring (CTR) is presented. 

Conclusions. The maximum values of radial tension are 
observed on the equator of a capsular bag. The maximum of 
circular stretching tension is noted on capsulorhexis border. 
The increase in capsulorhexis size reduces radial tension 
in equator points. Using known biomechanical parameters 
it is possible to calculate stretching force of a ring on a 
capsular bag. Application of this mathematical model can be 
recommended in a choice and development of new designs  
of CTR.

Key words: phacoemulsification, capsular bag, capsulorhexis, 
capsular tension ring.  
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Современные технологии обеспе-
чивают высокую эффективность хи-
рургии катаракты даже в случаях не-
состоятельности связочно-капсуль-
ного аппарата хрусталика (СКАХ). 
Однако успешное завершение хи-
рургического этапа лечения ката-
ракты не исключает появление та-
ких отдаленных последствий, как 
вторичная катаракта, фибропласти-
ческая трансформация с контракту-
рой капсульного мешка и дислока-
ция комплекса «капсульный мешок – 
ИОЛ». Эти осложнения артифакич-
ного глаза достоверно чаще встре-
чаются на фоне псевдоэксфолиатив-
ного синдрома (ПЭС) и имеют спе- 
цифичные проявления, связанные с 
изменением структуры капсульного 
мешка хрусталика (КМХ) и волокон 
цинновой связки [2, 8, 16, 18, 21, 24, 
26, 30, 33].

Широкое внедрение современ-
ного стандарта хирургии катарак-
ты в виде факоэмульсификации с 
выполнением кругового капсуло-
рексиса (ККР) не только не решило 
проблему, но и, в некоторой степе-
ни, способствовало увеличению ча-
стоты дислокаций ИОЛ [22, 23, 31, 
35]. В качестве возможных методов 
профилактики отдаленных нежела-
тельных последствий применяют-
ся имплантация внутрикапсульных 
колец (ВКК), увеличение диаметра 
переднего капсулорексиса или из-
менение его формы, полировка зад-
ней и передней капсулы хрустали-
ка, выполнение первичного заднего 
капсулорексиса [1, 3, 10, 12, 17, 34]. 
Эти хирургические манипуляции в 
разной степени влияют на биомеха-
нику капсульного мешка. 

Использование математических 
методов расчета на основе модель-
ных представлений о структуре гла-
за позволяет достичь более глубоко-
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го понимания механизмов различ-
ных офтальмопатологий. В насто-
ящей работе на основе положений 
теории упругости представлена ма-
тематическая модель напряженно-
го состояния системы «КМХ – свя-
зочный аппарат», возникающего по-
сле факоэмульсификации катаракты 
с выполнением переднего и задне-
го ККР и имплантацией ВКК [4, 19].

Цель

Определить распределение растя-
гивающих напряжений в КМХ по-
сле факоэмульсификации катарак-
ты, возникающих в результате пере-
распределения напряжений в СКАХ; 
обосновать выбор ВКК, позволяю-
щего дозировать нагрузку на КМХ; 
установить зависимость напряжений 
растяжения в капсульных листках от 
размера ККР, тем самым обосновать 
размеры переднего и заднего ККР.

Материал и методы

В качестве модели переднего и 
заднего листков КМХ после фако- 
эмульсификации катаракты приня-
та тонкая плоская эластичная круг- 
лая мембрана единичной толщины 
с круговым вырезом в центре (рис. 
1а). Напряженное состояние мем-
браны обусловлено тем, что есте-
ственному ее сокращению препят-
ствуют силы натяжения волокон 
цинновой связки и силы упругости 
ВКК. Установившееся равновесное 
состояние характеризуется напря-
жениями растяжения в радиальном 
(σr) и окружном (тангенциальном) 
(σθ) направлениях (рис. 1б). Получе-
ние формулы, позволяющей опреде-
лить величину напряжений в любой 
точке кольцевой мембраны, основа-
но на решении плоской задачи тео-
рии упругости в системе полярных 
координат, в которой переменными 

Рис. 1. Геометрическая модель капсулы хрусталика: а) с круговым вырезом по центру; б) секто-
ральный элемент модели; схема действия нормальных радиальных (σr) и окружных (σθ) напряже-
ний, где r и θ – полярные координаты, R – радиальное направление, U и U+dU – перемещения то-
чек при деформации элемента, dr и dθ – размеры элемента

а б
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являются радиус (r) и угол поворота 
(θ) (рис. 1б) [4, 19].

Выделим в кольцевой мембра-
не элемент, ограниченный двумя 
окружными сечениями (рис. 1б). В 
сечениях на элемент действуют нор-
мальные радиальные и окружные на-
пряжения σr и σθ. Из условия симме-
трии относительно оси Z, располо-
женной вертикально к плоскости 
пластины, в точке О касательные 
напряжения (τrθ) в сечениях отсут-
ствуют.

Составим уравнение равновесия 
элемента, приравнивая к нулю сум-
му проекций сил на радиальное на-
правление R:

                                                    . 

Пренебрегая малыми величинами 
высшего порядка и производя деле-
ние на dθdr, получим выражение: 

                                       .                        (1)

Выразим относительные линей-
ные деформации через перемеще-
ние точек элемента: в радиальном 
направлении – 

                                      ,                       (2)

в окружном направлении – 

                                        .                      (3)

Уравнение совместимости дефор-
маций имеет вид: 

                                      .                          (4)

После введения формул обобщен-
ного закона Гука:

                                       ,                       (5)

                                        ,                      (6) 

уравнение совместимости принима-
ет выражение:	

 
                                                          .    (7)

Решая систему уравнений 1 и 7, 
получим расчетное дифференци-
альное уравнение:

                                              .                               (8)
            

Введя в уравнение (8) выражение 
dσr =φdr и разделив переменные, полу-
чим (9):

                                                              (9)
 
После интегрирования: 

lnφ =-3lnr+C , где С – константа инте-
грирования, решением данного урав-
нения является отношение: φ =C1

r3
. 

Введя в выражение φ =dσr
dr  и выпол-

нив интегрирование ∫dσr=∫C1×r-3×dr, 
приходим к результату: σr=- C1  +C22r2

, 
где С1 и С2 – константы интегри-
рования, определение которых  
проводят с учетом граничных усло-
вий – при r=R0 и σr=0, тогда:  0=- C1  +C22R2

0
, 

C2
= C1 

2R2
0

.
Окончательно формула радиаль-

ного напряжения примет вид:
  
                                                 .             (10)

Выражение  C1 

2R2
0

 имеет постоян-
ное значение при данном радиу-
се (R0) центрального ККР и име-
ет смысл предельного растягиваю-
щего напряжения в точках эквато-
риальной окружности капсульного 
мешка. Следовательно, можно вве-
сти обозначение: σ0= C1 

2R2
0

, где С1 име-
ет смысл силы, вызывающей напря-
жения в точках внешнего контура 
капсульного мешка.

Формула 10 описывает картину 
напряженного состояния капсулы 
хрусталика в послеоперационном 
периоде и позволяет понять харак-
тер изменения относительного ра-
диального напряжения растяжения 
в направлении от центра к экватору 
(рис. 2) и оценить снижение относи-
тельного напряжения в точках свода 
КМХ при увеличении диаметра кру-
гового капсулорексиса (рис. 3).

(σr+dσr)×(r+dr)×dθ-
-σr×r×dθ-2×σθ×dr×dθ =02

εr=U+dU–U =dU
dr dr  

εθ=
(r+U)×dθ-rdθ =

U 
rdθ r  

d(εθ×r) -εr=0
dr

εr=1 ×(σr-μσθ)
E

εθ=1 ×(σθ-μσr)
E

σθ-μσr+rdσθ-r×μ×
dσr-σr+ μσθ

 =0
dr dr

r
3

×
dσr+d2σr =0
dr dr2

σr= C1  ×
2R2

0
(1-    )R2

0

r2

Рис. 2. Распределение радиального относительного напряжения от края капсулорексиса к эква-
тору на примере капсулы с центральным ККР диаметром 3,5 мм (R0=1,75 мм)

Рис. 3. Зависимость относительного радиального напряжения в точках на окружности свода КМХ 
от диаметра кругового капсулорексиса

Математическое моделирование в решении проблемы... ХИРУРГИЯ КАТАРАКТЫ И ИМПЛАНТАЦИЯ ИОЛ

r×dσr +σr-σθ=0dr

3dr+dφ =0.
φr
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Пример 1. При диаметре круго-
вого капсулорексиса 5,5 мм и диаме-
тре КМХ 11 мм рассчитываем отно-
сительное напряжение в точках сво-
да КМХ:

                                                                 .

Пример 2. Этот же показатель 
рассчитываем при уменьшении ди-
аметра кругового капсулорексиса до 
3,5 мм:

Таким образом, круговой капсу-
лорексис диаметром 5,5 мм умень-
шает радиальное напряжение в точ-
ках экватора КМХ на 25%. При диа-
метре отверстия 3,5 мм ослабляю-
щий эффект в тех же точках соста-
вит 10% (рис. 3).

Для определения окружных на-
пряжений (σ

θ
) из уравнения равно-

весия элемента выразим σθ= σr+r dσr
dr

.  
Подставляя в формулу выра-
жение радиального напряже-
ния: σr=  C1  

2R 2
0

(1-   )R2
0

r2
 и   выражение     

 
φ:  

dσr
dr =φ= C1

r3 , получаем: σθ=      -     + C1 
2R2

0
 C1 
2r2  

+r      =      + C1 
r3  C1 

2R2
0

 C1 
2r2 , окончательно:

              σθ=  C1  

2R 2
0

(1+   )R2
0

r2 .                  (11)

Из сопоставления формул (10 к 
11) следует, что для любого значения  
координаты сумма напряжений: 
σr+σθ= C1 

R 2
0

или σr+σθ=Const.

Результаты

Результат математического моде-
лирования состоит в применении 
расчетных формул, описывающих 
зависимость радиальных и окруж-
ных растягивающих напряжений в 
капсуле хрусталика от координат r 
и θ при наличии ККР с радиусом R0.

Предельное значение растягива-
ющих окружных напряжений при-
ходится на точки контура ККР. Это 
объясняет расхождение краев ра-
диальных разрывов или насечек 
по краю капсулорексиса и их рас-
пространение к экватору. В систе-
ме «КМХ – связочный аппарат» при 
наличии ККР окружные напряжения 
имеют лишь опосредованное значе-
ние, решающая роль принадлежит 
радиальным напряжениям, предель-
ные значения которых наблюдают-
ся в области экватора КМХ (рис. 2). 

Состояние равновесия взаимо-
действующих сил в точках свода 
капсульного мешка можно описать 
уравнением:

                                              ,             (12) 

где σr – эластичность капсулы, σц.с. – 
натяжение волокон цинновой связ-
ки, σв.к. – упругость внутрикапсуль-
ного кольца, ΔS – площадь нормаль-
ного сечения элемента на перифе-
рии свода.

Обсуждение

Система «хрусталик – связочный 
аппарат» постоянно находится в ди-
намическом взаимодействии, что 
обусловлено эластичностью ее ком-
понентов, а также способностью из-
менять форму и размеры. В факич-
ном глазу эти обстоятельства опре-
деляют возможность и объем ак-
комодации. В артифакичном гла-
зу происходят значимые измене-
ния формы, размеров и структуры 
КМХ, однако эластичность компо-
нентов системы «КМХ – связочный 
аппарат» позволяет сохранять дина-
мическое равновесие. В осложнен-
ных случаях чрезмерное сокраще-
ние КМХ, усиление и перераспреде-
ление напряжений в различных точ-
ках системы может стать индуциру-
ющим моментом для преждевремен-
ной деградации связочного аппара-
та, децентрации и дислокации ком-
плекса «КМХ-ИОЛ» [18, 22, 23, 32].

Капсульный мешок – оптималь-
ная локализация для искусственно-
го хрусталика, однако выбирая вну-
трикапсульную фиксацию ИОЛ, не-
обходимо точно оценивать биоме-
ханические характеристики капсу-

лы в различные возрастные периоды 
на фоне сопутствующей патологии 
и учитывать послеоперационные из-
менения размеров и структуры КМХ. 
Установлено, что в раннем послео-
перационном периоде после фако-
эмульсификации катаракты диаметр 
КМХ увеличивается за счет уменьше-
ния его содержимого, сближения пе-
реднего и заднего листков и прева-
лирования растягивающего компо-
нента со стороны круговой цинно-
вой связки [6, 8, 27]. В последующие 
полгода происходит сокращение 
КМХ, особенно интенсивное в пер-
вые 3 мес. Общее уменьшение диа-
метра КМХ в разных исследовани-
ях составило от 2,0 до 14% [6, 27, 36]. 
Имплантация ВКК в различной сте-
пени влияет на процесс чрезмерно-
го сокращения КМХ, что обусловле-
но большой вариабельностью упру-
гих свойств различных моделей ко-
лец [12, 29, 36]. 

Данная математическая модель 
описывает напряженность в различ-
ных точках КМХ после факоэмуль-
сификации катаракты и позволяет 
оценить характер и степень влия-
ния центрального кругового капсу-
лорексиса и ВКК (рис. 3). При из-
вестных биомеханических параме-
трах различных структур связоч-
но-капсульного аппарата хрустали-
ка, пользуясь уравнением 12 и фор-
мулой 10, можно рассчитать дозиро-
ванную нагрузку, оказываемую ВКК 
на своды КМХ. Очевидно, что при 
разработке и выборе колец, а также 
при обосновании размеров перед-
него и заднего капсулорексиса сле-
дует учитывать топографию и воз-
растные изменения КМХ. 

Морфологическими исследова-
ниями установлено, что капсульный 
мешок варьирует по толщине и име-

Таблица

Различия в толщине капсулы хрусталика по зонам в зависимости от возраста

Локализация зон
Толщина капсулы (мм)

15 лет 25 лет 35 лет 53 года 71 год
Передний полюс 8 9 14 14 14

Максимум передней капсулы 12 14 21 25 21
Экватор 7 14 17 16 9

Максимум задней капсулы 18 23 23 23 9
Задний полюс 2 3 4 3 2,3

[цит. по: Kleiman N.J., Worgul B.V., 2007]. 

σr×ΔS=σв.к.×ΔS+σц.с.×ΔS
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σr =1-σ0
R2

0

r2 =1-1,752

=1-5,52

3,0625=1-0,1=0,9.30,25

σr =1-σ0
R2

0

r2 =1-2,752

=1-5,52

  7,56  =1-0,25=0,7530,25
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ет кольцевидные зоны утолщения  
[7, 13, 25, 28]. С возрастом биомеха-
нические характеристики КМХ ме-
няются. Задняя капсула истончается, 
причем в центральной зоне слабее, 
а в парацентральной – более выра-
женно. Передняя капсула становит-
ся толще (табл.).

Установлена прямая связь между 
прочностью капсулы и ее толщиной 
[11, 14]. Так при изменении толщины 
центральной зоны задней капсулы с 
3,0 мкм в сорокалетнем возрасте до 
2,5 мкм после 60 лет прочность по-
нижается с 2,8 до 2,2 г/мм2. Дистро-
фические изменения еще более усу-
губляют ситуацию [11, 20]. Уменьше-
ние прочности КМХ снижает устой-
чивость к разрыву капсулы при ме-
ханическом воздействии [9, 11]. 

Рисунок 4 отражает распределе-
ние прочности в передней и зад-
ней капсулах хрусталика пациентов 
старше 60 лет. Кривые прочности по-
строены нами на основе литератур-

ных данных о механических харак-
теристиках элементов глаза и топо-
графии капсульного мешка [5, 7, 11, 
13, 15, 20, 25, 28]. Наименьшей проч-
ностью (1,0-2,2 г/мм2) характеризу-
ется центральная зона задней капсу-
лы. Граница стандартного передне-
го кругового капсулорексиса диаме-
тром 5 мм приходится на зону коль-
цевидного утолщения, вершина кото-
рого ограничивает диск диаметром 
5,1 мм. При увеличении диаметра 
капсулорексиса практически полно-
стью удаляется ткань кольцевидной 
зоны утолщения с более высоким мо-
дулем упругости, что уменьшает на-
пряжение КМХ (рис. 3) [14]. Эквато-
риальные своды КМХ, контактирую-
щие с внутрикапсульным кольцом, по 
толщине значительно отличаются от 
центральных отделов задней капсулы 
и обладают более высоким модулем 
упругости, что должно учитываться 
при разработке и выборе ВКК, ИОЛ 
и технике их имплантации. 

 Математическое моделирование 
не может учитывать процессы био-
логической трансформации тканей 
КМХ в послеоперационном периоде 
и служит лишь дополнительным ар-
гументом в понимании биомехани-
ки системы «КМХ – связочный аппа-
рат» в артифакичном глазу.

Выводы

1. В системе «КМХ – связочный 
аппарат» решающая роль принад-
лежит радиальным напряжениям, 
предельные значения которых на-
блюдаются в области экватора КМХ. 
Метод позволяет оценить ослабля-
ющий эффект ККР в зависимости 
от диаметра, тем самым обосновать 
размеры переднего и заднего капсу-
лорексиса. 

2. Математическая модель харак-
теризует изменение окружных на-
пряжений в радиальном направле-
нии. Предельное значение окруж-
ных растягивающих напряжений 
приходится на точки контура ККР. 

3. Применение данной математи-
ческой модели по исследованию на-
пряжений в системе «КМХ – связоч-
ный аппарат» может быть рекомен-
довано в выборе и разработке новых 
конструкций ВКК.
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