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Аннотация: Рассматривается задача фильтрации суспензии в пористой среде с геометрическим механизмом 

захвата частиц. В пористой среде имеется первоначальный осадок, неравномерно распределенный вдоль 

фильтра. Нелинейная модель долговременной глубинной фильтрации предполагает, что пористость и про-

ницаемость пористой среды зависят от величины осадка. Определяется асимптотика подвижной границы 

раздела двух фаз. Асимптотическое решение задачи построено и рассчитано вблизи входа фильтра. 
 

Ключевые слова: фильтрация, пористая среда, взвешенные и осажденные частицы,  

граница раздела фаз, асимптотика. 
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Abstract: Filtration of the suspension in a porous medium with a geometric particle capture mechanism is con-

sidered. The porous medium has an initial deposit unevenly distributed across the filter. The nonlinear model of 

deep bed filtration suggests that the porosity and permeability of the porous medium depend on the deposit. The 

asymptotics of the movable boundary of the two phases is determined. The asymptotic solution of the problem is 

constructed and calculated near the filter inlet. 
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1. ВВЕДЕНИЕ 
 

Многие грунтовые пласты и строительные 

материалы являются пористыми средами, 

способными накапливать влагу и содержа-

щиеся в ней частицы. Задачи фильтрации 

описывают процесс прохождения суспензии 

– жидкости с твердыми взвешенными мик-

роскопическими частицами через пористую 

среду. Некоторые частицы проходят через 

пористую среду, а часть застревает в порах и 

образует осадок. При накоплении осадка ме-

няется структура пористой среды, прочность 

и проницаемость грунтов и материалов. 

Теоретические исследования, полевые изыс-

кания и лабораторные эксперименты позво-

лили построить различные модели фильтра-

ции [1-5]. В настоящей работе рассматрива-

ется одномерная модель долговременной 

глубинной фильтрации с механико-

геометрическим механизмом захвата частиц 

[6,7]. Два уравнения в частных производных 

первого порядка, описывающие баланс масс 

взвешенных и осажденных частиц и ско-

рость роста осадка, образуют нелинейную 

гиперболическую систему. В ряде случаев 

для данной модели найдены точные решения 

[8-11]. При отсутствии точного решения 

строятся асимптотики, позволяющие при-

ближенно моделировать задачу [12-14], и 

выполняются численные расчеты [15-17]. 

При периодической закачке суспензии в по-

ристую среду в порах происходит накопле-

ние осадка. Рассмотрим один из шагов дан-
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ного процесса. В начальный момент пори-

стая среда заполнена чистой водой и в порах 

имеется первоначальный осадок, неравно-

мерно распределенный вдоль фильтра. На 

вход фильтра подается суспензия постоян-

ной концентрации, которая движется через 

поры и постепенно вытесняет воду. Модель 

учитывает изменение пористости и проница-

емости пористой среды при увеличении кон-

центрации осадка. В статье определена 

асимптотика подвижной границы раздела 

двух фаз, построено асимптотическое реше-

ние задачи вблизи входа фильтра и выполнен 

расчет асимптотики. 

 

 

2. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 
 

Фильтрация суспензии в пористой среде с 

неизвестными концентрациями взвешенных 

( , )C x t  и осажденных ( , )S x t  частиц описы-

вается системой уравнений 

 

� � � �( ) ( )
0

g S C f S C S

t x t

   
� � �

   
;        (1) 

( )
S

S C
t

 
� !

 
.                       (2) 

 

Здесь коэффициент фильтрации ( )S! , пори-

стость ( )g S  и проницаемость ( )f S  неотри-

цательны и гладко зависят от осадка ( , )S x t . 

Соответствующие начальные и краевые 

условия имеют вид 

 

0
1

x
C

�
� ;                         (3) 

0
0

t
C

�
� ;   

0
( )

t
S p x

�
� .            (4) 

 

Условия (3), (4) определяют единственное 

решение задачи в области 

 

{( , ) : 0 1, 0}x t x t�� � � � . 

 

Область � состоит из двух подобластей S�  

и W� , в которых находятся вода и суспен-

зия. Подвижная граница раздела двух фаз – 

фронт концентрации взвешенных частиц 

суспензии распространяется в пористой сре-

де с переменной скоростью  

 

� � � �( ) ( ) / ( )v x f p x g p x�  

 

вдоль характеристики, заданной уравнением  

 

/ ( ), (0) 0dx dt v x x� � . 

 

Граница " задается уравнением 

 

� �
� �0

( )
( )

( )

x g p y
t x dy

f p y
" � # .                (5) 

 

Перед фронтом концентрации в области чи-

стой воды W�  решение не зависит от време-

ни:  

 

0, ( )C S p x� � . 

 

За фронтом концентрации в области суспен-

зии S�  решение положительно:  

 

( , ) 0, ( , ) 0C x t S x t� � . 

 

На границе " решение ( , )C x t  имеет разрыв, 

а ( , )S x t  теряет гладкость. 

Зададим условие на характеристике " 

 

( )
( ), 0 1

t t x
S p x x

"�
� � � .              (6) 

 

В области S�  решение задачи Гурса (1) – 

(3), (6) совпадает с решением исходной зада-

чи (1) – (4) и является гладким. 

 

 

3. АСИМПТОТИКА ВБЛИЗИ 
ВХОДА ФИЛЬТРА 

 

В окрестности входа фильтра 0x �  будем 

искать асимптотику решения в виде 
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1

2
0 1

( , ) 1 ( , ) ( );
( , ) ( , ) ( , ) ( ).

C x t c x t x O x
S x t s x t s x t x O x

� � �
� � �

       (7) 

 

Представим коэффициенты системы (1), (2) в 

виде ряда по степеням малого x: 

 
2

0 0 1
2

0 0 1
2

0 0 1

( ) ( ) ( ) ( );
( ) ( ) ( ) ( );
( ) ( ) ( ) ( ).

g S g s g s s x O x
f S f s f s s x O x

S s s s x O x

�� � �
�� � �
�! � ! � ! �

        (8) 

 

Подставим разложения (7), (8) в систему (1), 

(2). Приравнивая слагаемые при старших 

степенях x, получаем рекуррентную систему 

уравнений 

 

0 0( )s s� � ! ;                           (9) 

0 0 0 1 0 1 0( ) ( ) ( ) ( ) 0g s s f s s f s c s� � �� � � ! � ;    (10) 
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s
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.            (11) 

 

Выразим 1c  из уравнения (10) 

 

0 0 0 1 0
1

0

( ) ( ) ( )

( )
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c

f s

� � �� � !
� � ,        (12) 

 

и подставим в (11). Получим уравнение 

 

1
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Здесь 
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Определим начальные условия для уравне-

ний (9), (13). Разложим начальную функцию 

(6) в ряд по степеням x: 

 
2

0 1

0 1

( ) ( ),
(0), (0).

p x p p x O x
p p p p

� � �
�� �

             (14) 

 

Подставляя разложения (7), (14) в условие 

(6) и приравнивая слагаемые при одинако-

вых степенях x, получаем 

 

0 ( )
( )

t t x
s p x

"�
� .                     (15) 

1 ( )
0

t t x
s

"�
� .                        (16) 

 

Интегрируя уравнение (9) с начальным усло-

вием (15), находим решение 0( , )s x t  в неяв-

ном виде: 

 
0

( )

( )
( )

s

p x

dS
t t x

S
"� �

!# .                (17) 

 

В частности, концентрация осадка на входе 

фильтра 0x �  определяется из соотношения 

 
(0, )

(0)
( )

S t

p

dS
t

S
�

!# .                    (18) 

 

Формула (18) задает точное решение на вхо-

де фильтра. 

Решение задачи (13), (16) 

 

� �

� �
0 ( , )

1 0

( )

( , )

t

P s x dt

t x

s e Q s x d$

"

� �#
� � $ $# .        (19) 

 

Функция 1c  определяется по формуле (12) 

при известных значениях 0 1,s s . 

Формулы (12), (17), (19) задают старшие 

члены асимптотики (7) в области S� . Дан-

ные разложения удовлетворяют уравнениям 

(1), (2) и условиям (3), (6) с точностью 
2( )O x . 

Для определения асимптотики подвижной 

границы " раздела двух фаз подставим в 

подынтегральную функцию (5) разложения 

(8), (14). Имеем 
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Здесь 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( )g p f p g p f p� �% � � . 

Интегрируя, находим 

 
2

30 1

2
0 0

( )
( ) ( )

( ) 2 ( )

g p p x
t x x O x

f p f p
"

%
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Обращая формулу (20), получаем обратную 

зависимость 

 

30 1

2
0 0

( )
( ) 1 ( )

( ) 2 ( )

f p p t
x t t O t

g p g p
"

& '%
� � �( )

* +
.    (21) 

 

Пример. Рассмотрим простую систему (1), 

(2) с постоянными коэффициентами 

 

( ) ( ) 1g S f S� �  

 

и линейным коэффициентом фильтрации 

 

0
C C S

t x t

   
� � �

   
;                 (22) 

( ) , 0, 0
S

a bS C a b
t

 
� � � �

 
.          (23) 

 

Граница " является прямой линией t x� . 

В области S�  члены асимптотики задачи 

(22), (23) с условиями (15), (16) имеют вид 
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b t xa a bp x e
s t

b

� �� �
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( )
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� �
2

( ) ( )0
1

( )
( ) 1 b t x b t xa bp

s t e e
b

� � � ��
� � � .   (26) 

 

Асимптотика данной задачи без первона-

чального осадка построена в [18]. 

 

 

4. ЧИСЛЕННЫЙ РАСЧЕТ 
АСИМПТОТИКИ 

 

Расчет асимптотики задачи (22), (23) выпол-

нен при 0 11; 0.5; 0.25a b p p� � � � � . Гра-

фики зависимости концентраций взвешен-

ных и осажденных частиц от времени на рис. 

1, 2 построены при 0x �  (сплошная линия), 

0.25x �  (прерывистая линия), 0.5x �  (пунк-

тир). На рис. 1 горизонтальная линия 1S �  

отвечает предельному максимальному зна-

чению осадка. 
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Рисунок 1. Концентрация осадка 0( , )S x t . 
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Рисунок 2. Концентрация взвеси 0( , )C x t . 

 

На рис. 3, 4 изображены графики зависимо-

сти концентраций взвешенных и осажденных 

частиц от расстояния x до входа фильтра при 

0t �  (сплошная линия), 0.5t �  (прерывистая 

линия), 1t �  (пунктир), 2t �  (точка-тире). 
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Рисунок 3. Концентрация осадка 0( , )S x t . 
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Рисунок 4. Концентрация взвеси 0( , )C x t . 

 

 

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

В настоящей работе построена асимптотика 

задачи фильтрации суспензии в пористой 

среде с первоначальным осадком вблизи 

входа фильтра. На подвижной границе раз-

дела двух фаз концентрация взвешенных ча-

стиц имеет разрыв; концентрация осажден-

ных частиц непрерывна и теряет гладкость 

(рис. 1-4). 

В случае блокирующего коэффициента 

фильтрации ( ) 0S! � , max0 S S� � ; ( ) 0S! � , 

maxS S,  при неограниченном увеличении 

времени t концентрации ( , ) (0, ) 1C x t C t- � , 

max( , )S x t S- . Для рассматриваемого приме-

ра max / 1S a b� �  (см. рис. 1, 3). 
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