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l����	��j��Рассматривается совершенствование методики расчета плоскостных железобетонных конструкций 
на базе деформационной теории пластичности железобетона с трещинами Н.И. Карпенко, где наиболее полно
учитываются основные факторы физической нелинейности железобетона, образование и развитие трещин в 
растянутом бетоне, действительный характер деформирования бетона и арматуры. Деформационная модель
железобетона с трещинами с учетом диаграмм деформирования бетона и арматуры использована для численно-
го анализа напряженно-деформированного состояния балки-стенки из высокопрочного бетона класса В100.
Проведенный анализ позволяет сделать вывод, что учет действительных свойств материалов существенно по-
вышает точность компьютерного моделирования. Прочность бетона является решающим фактором, определя-
ющим механизм разрушения конструкции и эффективность использования арматуры. На стадии проектирова-
ния наиболее надежным и точным инструментом оценки эксплуатационной пригодности плоскостных железо-
бетонных конструкций является компьютерное моделирование на базе нелинейной деформационной модели с 
учетом действительных прочностных и деформативных свойств бетона и арматуры.

n����k������k	� деформационная модель железобетона с трещинами, плоское напряженное состояние, 
метод конечных элементов, компьютерное моделирование, диаграммы состояния, высокопрочный бетон, желе-

зобетонные балки-стенки  

Q?�F?:QHQ?>�*S�>�Q�MQ+?S*M:Q)�:*?:MQ>Q�ELF+?�
@>M�:>�MQ@�)Q@+9?�HQ>�*)@�Y+>��>�Q�>FN+?9�+?>*�

:*?@+)QMF>+*?�>�Q�>M�Q�EM*EQM>+Q@��
*S��+9��EQMS*MHF?:Q�:*?:MQ>Q@��

Nikolay I. Karpenko 1, 2, Sergey N. Karpenko 2, Alexey N. Petrov 3
1 Russian Academy of Architecture and Construction Sciences, Moscow, RUSSIA 

2 Research Institute of Building Physics of the Russian Academy of Architecture and Construction Sciences,
Moscow, RUSSIA 

3 Petrozavodsk State University, Petrozavodsk, RUSSIA

F%!�� (�� The enhancement of the reinforced concrete plain structures design methods on the basis of the deformation 
theory of the plasticity of reinforced concrete with cracks by N.I. Karpenko is considered. The deformation model of 
reinforced concrete with cracks taking into account the deformation diagrams of concrete and reinforcement is used for 
numerical analysis of a deep beam made of high-strength concrete of class B100. The analysis makes it possible to con-
clude that taking into account the actual properties of materials significantly improves the accuracy of computer model-
ing. The strength of concrete is the decisive factor determining the mechanism of structural failure and the efficiency of 
using reinforcement. At the design stage, the most reliable and accurate tool for assessing the operational fitness of pla-
nar reinforced concrete structures is computer modeling based on a nonlinear deformation model, taking into account 
the actual strength and deformation properties of concrete and reinforcement.
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�
Физические соотношения для железобетона, 
а также известные уравнения равновесия, 
совместности деформаций, геометрические 
соотношения и граничные условия состав-
ляют системы определяющих уравнений ме-
ханики бетона и железобетона. Поскольку 
элементы матриц жесткости в физических 
соотношениях не являются константами, а 
представляются функциями напряжений, 
деформаций или неаналитическими зависи-
мостями, то решения задач выполняются 
численными методами. Разрешающие урав-
нения, как правило, конструируются с по-
мощью метода конечных элементов. Их ре-
шение достигается шагово-итерационными 
методами, в основе которых обычно лежат 
различные модификации метода переменной 
жесткости применительно к железобетону. 
Наиболее эффективной, с точки зрения схо-
димости итерационного процесса, является 
запись разрешающих уравнений в прираще-
ниях для решения задач малоитерационными 
методами [1]. 
В деформационной модели железобетона [2] 
учитывается нелинейный характер деформи-
рования бетона и арматуры и образование 
трещин, что приводит к приобретаемой ани-
зотропии. Согласно этой модели, связь меж-
ду деформациями и напряжениями пред-
ставляется в виде: 

,
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где  [C] – симметричная матрица податливо-
сти железобетона.
При формировании матрицы [C] учитывают-
ся приобретаемая анизотропия бетона, нели-
нейность деформирования бетона и армату-
ры, связи зацепления берегов трещин, влия-
ние сцепления арматуры с бетоном между 
трещинами на её диаграмму растяжения как 

основные факторы физической нелинейно-
сти. Физические соотношения (1) и коэффи-
циенты матрицы податливости [C] устанав-
ливаются на основании анализа напряженно-
деформированного состояния конечных эле-
ментов. При этом выделяются четыре стадии 
работы материала:
� линейная без трещин (упругая стадия ра-

боты бетона и арматуры);
� нелинейная без трещин (с учетом влияния 

пластических деформаций в бетоне);
� с трещинами при упругой работе армату-

ры в трещинах;
� с трещинами при работе арматуры за пре-

делом упругости.
Характер деформирования бетонных эле-
ментов до образования трещин наиболее 
точно описывает ортотропная модель, поз-
воляющая учитывать направленное развитие 
микротрещин и отличия в изменении физи-
ко-механических характеристик бетона по 
направлениям сжимающих и растягивающих 
напряжений. Ортотропия приобретается в 
провесе нагружения конструкции, оси сим-
метрии n,l приобретаемой ортотропии в эле-
ментах без трещин совпадают с направлени-
ями главных площадок. Связи между напря-
жениями ( ,,, bnlblbn ��� ) и относительными 

деформациями ( nlln ��� ,, ) бетона до появле-

ния трещин записывается в осях ортотропии 
n,l.
При этом

,0;; 22 ���� bnbnlbblbtbn ������

однако величины bnl� при записи определя-

ющих соотношений оставлены с целью ис-
пользования стандартных матричных преоб-
разований. В осях ln, связи между напряже-
ниями и относительными деформациями 
( nlln ��� ,, ) записываются в виде
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или сокращенно, сохраняя последователь-
ность написания вектор-столбцов и матрицы,

� � � � � � � �nbnbnbbn CE 01 ��� �� � ,             (3) 

где индекс n указывает, что элементы отно-
сятся к осям n ,l.
В выражении (2) ,,, 1221 bbb ��� – коэффициен-

ты изменения секущих модулей деформаций 
бетона ( bbbb EE 21 ,�� – секущие модули по 

направлениям n и l, bb E12� – модуль взаим-

ного влияния; 12b� – коэффициент попереч-

ной деформации); bG� – коэффициент изме-

нения секущего модуля сдвига bGbE �

,
2111

12

12

21 b

b

bbbG �
�

���
��� (4) 

000 ,, bnlblbn ��� – собственные деформации бетона 

(усадочные, температурные и др.).
Коэффициенты изменения секущих модулей 
деформации бетона зависят от уровней 
напряжений 
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Соотношения (2) в осях х и у могут быть за-
писаны в виде 

� � � � � � � � ,0
xbxbxbx C ��� ��                (6) 

где соответственно имеем

� � � � � � � � � � � � � � ,; 0т0т

nbxbnbxb CC �!�!! �� (7) 

здесь � �xbC – матрица податливости бетона в 

осях х и у; � �xb
0� – вектор-столбец вынужден-

ных деформаций бетона в осях х и у;

� � � �т,, bxybybxxb ���� �

– вектор-столбец напряжений в осях х и у. 
При решении отдельных задач соотношение 
(6) удобно записывать в обратном виде

� � � � � � � � � � ,0
xbxbxxbxb dd ��� ��              (8) 

где � �xbd – матрица жесткости в осях х и у; 

� � � � 1�� xbxb Cd .                        (9) 

В развёрнутом виде, после перемножения 
матриц, входящих в первое выражение (7), 
матрица податливости примет вид

� � ,
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Построение определяющих соотношений для 
железобетонного элемента без трещин про-
изводится на основании следующих предпо-
сылок:
� деформации железобетонного элемента 

совпадают с деформациями бетона 
( xybxyybyxbx ������ ��� ;; );

� принимается равенство осевых относи-
тельных деформаций арматуры и бетона 
( bisi �� � ), за исключением зон анкеров-

ки арматуры, где условие совместности 
нарушается; 

� нормальные напряжения элемента 

� � � �т,, xyyxx ���� � полагают составными 

величинами, состоящими из напряжений 
в бетоне и приведённых напряжений в 
арматуре:

� ���

�
�

�

���

��
��

ssxsxybxyxy

sysybyy

sxsxbxx

�����

����
����

5,0

;

;

(12) 

(допускается принимать bxyxy �� ( ).

� � � �т000 0,, sysxxs ��� � – начальные напряжения 

в арматуре (например, в результате предва-
рительного напряжения) до начала совмест-
ной работы арматуры и бетона. 

� � � �т000 0,, sysxxs ��� � – вынужденные деформа-

ции арматуры, которые реализуются в про-
цессе совместной работы арматуры и бетона 
(как и вынужденные деформации бетона).
При указанных общих предпосылках опре-
деляющие соотношения для железобетонно-
го элемента без трещин принимается в виде

� � � � � � � � � � ,00
xsxxxx d �)�� ��� (13) 

где � �xd – матрица жесткости железобетона,

� � � � � � ,xsxbx ddd �� (14) 

� �xsd – матрица упругости арматуры:

� � ,
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sysx EE , – модули упругости арматуры (при 

работе арматуры в упругопластической ста-
дии они заменяются на секущие модули де-
формаций, которые определяемые по диа-
граммам состояния арматуры);

� � � �т0000 ,, xyyxx )))) �

– вектор-столбец вынужденных условных 
(эквивалентных) напряжений,

� � � � � � � � � � .000
xbxbxsxxx dd ��) ��            (16) 

Напряжения в арматуре вычисляют по фор-
муле

� � � � � � � � � � � � ,00
xsxsxsxxsxs dd ���� ��� (17) 

а напряжения в бетоне – по формулам (2)
или (8) после определения деформаций � �x� .

Определяющие соотношения для железобе-
тона с трещинами формируются в зависимо-
сти от схемы трещин. При анализе напря-
женного состояния следует проверять воз-
можность образования двух схем трещин: 
непересекающихся и пересекающихся. Не-
пересекающиеся трещины образуются, когда 
нарушается первое из двух условий (при 

1b� > 2b� ):

,~    ;~
,2,1 btserbtbbtserbtb RR ���� **       (18) 

где bt�~ – коэффициент условий работы бето-

на, определяемый по формуле

� � ,
2,0

~1
btbb

bb
bt RRB

R
��

�+
,!

,�        (19) 



Н.И. Карпенко, С.Н. Карпенко, А.Н. Петров

International Journal for Computational Civil and Structural Engineering82 

   

4

значения ! и B принимаются согласно 
указаниям нормативных источников;

21 / bbb ��, � .

Пересекающиеся трещины образуются, ко-
гда нарушаются оба условия (18). Главные 
напряжения в бетоне вычисляют по компо-
нентам � �xb� по формулам (8) после нахож-

дения деформаций элемента � �x� . Угол 

наклона трещин ! в бетоне определяется в 
момент нарушения первого условия (18) и 
считается неизменным. В упругой стадии 
работы арматуры допускается угол ! опре-
делять, исходя из условия прохождения тре-
щин вдоль площадок приложения главных 
сжимающих напряжений.
После появления непересекающихся трещин 
элемент разделяется ими на отдельные поло-
сы, соединенные стержнями арматурной сет-
ки за счёт сил сцепления. Сцепление таково́, 
что происходит нарушение совместности 
осевых деформаций арматуры и бетона 
вследствие перемещений (смещений) арма-
туры относительно бетона (в основном про-
исходящих по кососимметричной схеме в 
пределах одной полосы между трещинами). 
Полосы бетона между трещинами могут са-
мостоятельно работать на осевое сжатие 
(растяжение) вдоль трещин или на сжатие со 
сдвигом. В трещинах все усилия (за исклю-
чением некоторых усилий в связях зацепле-
ния берегов трещин) передаются на армату-
ру, которая воспринимает как осевые, так и 
касательные напряжения (нагельный эффект 
в арматуре). В полосах между трещинами 
напряжения в арматуре уменьшаются за счёт 
сил  сцепления, что сказывается на средних 
относительных деформациях арматуры и 
жёсткости элемента. Осевые смещения арма-
туры относительно бетона приводят к рас-
крытию трещин, а наклонное к трещинам 
расположение арматуры и касательные 
напряжения в ней – ещё и к сдвигу берегов 
трещин. При пересекающихся трещинах бе-
тон выключается из работы, но продолжает 

оказывать влияние на снижение средних де-
формаций и напряжений в арматуре и сдвиг 
элемента.
Под относительными деформациями элемен-
та с непересекающимися трещинами в осях 
n, l, где ось n проходит по нормали к тре-
щине, подразумеваются деформации, кото-
рые складываются из двух частей: средних 
(сглаженных на отрезке расстояния между 
трещинами) относительных деформаций от 
раскрытия трещин cr! и сдвига берегов cr-
и средних и средних относительных дефор-
маций ( bnlbtbn ��� ,, ) полос бетона между 

трещинами:

,/
;

;/

bnlcrcrnl

nll

bncrcrn

l

t

��
��

�!�

�-�
�

��
(20)

где crl – расстояние между трещинами (или 

ширина полосы бетона между трещинами). 
Здесь общие сдвиги nl� состоят из двух ча-

стей 

lnnl ��� �� ,

где соответственно

;5,0;5,0/ bnllbnlcrcrn l ���� ��-� (21)

�bnl� угол сдвига полос бетона между тре-

щинами.
Оси n, l до появления трещин совпадают с 
осями 1,2 главных напряжений, а после по-
явления трещин могут с ними не совпадать.
В случае пересекающихся трещин, ориенти-
рованных вдоль осей n, l ,

�
�
�

-�-(�(
��

,//
;/;/

2211

2211

crcrcrcrlnnl

crcrlcrcrn

ll
ll

���
!�!�

(22)

где cri! – ширина раскрытия трещин, нор-

мальных к оси n при 1�i и к оси l при 
2�i ; cri- – сдвиги берегов трещин; cril – рас-
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5

стояние между трещинами одного и второго 
направления.
Под напряжениями железобетонного эле-
мента с трещинами подразумеваются двух-
компонентные величины, состоящие из при-
веденных напряжений в арматуре и бетоне, 
которые, однако, имеют существенные осо-
бенности:
− компоненты напряжений в бетоне и арма-
туре (как и относительных деформаций) в 
отдельности изменяются по законам несим-
метричного тензора напряжений так, что на 
площадках с трещинами составляющая 
напряжений в бетоне практически обращает-
ся в ноль (за исключением некоторых 
напряжений в связях зацепления), а на пло-
щадках, нормальных к трещинам, присут-
ствуют обе составляющие, которые вычис-
ляются по средним напряжениям в бетоне и 
арматуре; 
− общие напряжения в железобетонном 
элементе изменяются по законам симмет-
ричного тензора напряжений; 
− из-за нарушения сцепления арматуры с бе-
тоном знаки одноименных компонент в бе-
тоне и арматуре могут не совпадать.
Методика физически нелинейного расчета 
реализована в виде программы компьютер-
ного моделирования железобетонных балок-
стенок с трещинами, с помощью которой 
был проведен сравнительный анализ напря-
женно-деформированного состояния двух 
конструкций с одинаковым армированием, 
но из бетона существенно разной прочности.
Железобетонные балки-стенки БС-1 и  БС-2
высотой 1000 мм, толщиной 200 мм и проле-
том 4 м, армировались сетками из ортого-
нальных стержней .16А500 с шагом 200 мм. 
В качестве продольной рабочей арматуры в 
растянутой зоне были установлены четыре 
стержня .28А500. Опирание балок-стенок 
осуществлялось по углам через стальные 
прокладки 300
300 мм толщиной 30 мм. 
Схема армирования балок-стенок показана 
на рис.1. Физико-механические свойства бе-
тона представлены в таблице 1. 
Расчетная схема балок-стенок  и схема за-

гружения показаны на рис. 2. При назначе-
нии расчетной схемы учитывалась симмет-
рия конструкции и приложения нагрузки. 
Симметричная часть балки-стенки была раз-
бита на 110 прямоугольных конечных эле-
ментов со 135 узлами. Типы конечных эле-
ментов на рис.2 выделены тоном и отлича-
ются коэффициентами армирования в 
направлении оси х. Коэффициенты армиро-
вания конечных элементов представлены в 
таблице 2. 
Загружение  балок-стенок осуществлялось 
ступенями равномерно распределенной
нагрузки интенсивностью 20 кН/м для бал-
ки-стенки БС-1 и 40 кН/м для балки-стенки 
БС-2. Подъем нагрузки до разрушения 
включал 14 ступеней для балки-стенки БС-1 
и 24 для балки-стенки БС-2. На рис.3 пока-
заны кривые зависимости прогиба балок-
стенок от внешней нагрузки.
Нагрузка трещинообразования для балки-
стенки БС-1 составила 40 кН/м, первые тре-
щины появились в нижнем ряду конечных 
элементов (КЭ) с номерами 108,109,110. Для 
балки-стенки БС-2 нагрузка трещинообразо-
вания составила 100 кН/м, первые трещины 
появились в нижнем ряду КЭ с номерами 
107,108,109,110. Схема трещинообразования 
в балке-стенке БС-2 показана на рис. 4. Ни-
же, на рис. 5, для сопоставления приводится 
схема трещинообразования при нагрузке 
100 кН/м в балке-стенке БС-1. 
Балка-стенка БС-1 разрушилась при нагрузке 
280 кН/м, схема трещинообразования в ста-
дии разрушения показана на рис.6. Причи-
ной разрушения явилось исчерпание несу-
щей способности и расслоение сжатого бе-
тона в середине пролета в КЭ с номерами 
8,9,10,11 (верхний ряд) и 20,21,22 (средний 
ряд). Исчерпание прочности бетона сопро-
вождалось текучестью продольной сжатой 
арматурой. При этом максимальные напря-
жения в продольной растянутой арматуре в 
сечении с трещиной (КЭ 110) достигли 320 
МПа, что для арматуры класса А500 состав-
ляет только 62,5% предела текучести.

�
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Таблица 1. Физико-механические свойства бетона.

Марка 
эл-та

Кубиковая 
прочность 

R(15
15 см),
МПа

Призменная 
прочность

Rb,
МПа

Прочность 
при осевом 
растяжении

Rbt,
МПа

Модуль 
мгновенно-

упругих
деформаций

Еb,
МПа

Абцисса 
вершины 

диаграммы 
сжатия b�̂

БС-1 20 15 1.35 27500 0.0020

БС-2 100 71 3.8 43000 0.0029

 
Таблица 2. Коэффициенты армирования конечных элементов.

Номера конечных 
элементов

Коэффициент армирования 
в направлении оси х

Коэффициент армирования 
в направлении оси у

1 – 22 0.01 0.01

23 – 44 0.0001 0.01

45 – 66 0.01 0.01

67 – 88 0.0001 0.01

89 – 110 0.0616 0.01

Рисунок 1. Схема армирования балок-стенок.
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Рисунок 2. Схема конечно-элементной аппроксимации.

Рисунок 3. Кривые прогиба балок-стенок БС-1 (пунктир) и БС-2 (сплошная линия).
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Рисунок 4. Схема трещинообразования в БС-2 при нагрузке 100 кН/м.

Рисунок 5. Схема трещинообразования в БС-1 при нагрузке 100 кН/м.

Механизм разрушения балки-стенки 
БС-2 носил принципиально иной ха-
рактер. Разрушение конструкции со-
провождалось текучестью продольной 
растянутой арматуры, при этом 
напряжения в бетоне сжатой зоны не 
достигли призменной прочности. Те-
кучесть продольной растянутой арма-

туры началась при нагрузке 580 кН/м 
в нижнем ряду КЭ с номерами 
108,109,110. Схема трещинообразова-
ния в этот момент показана на рис. 8.
Дальнейшее увеличение нагрузки со-
провождалось увеличением числа ко-
нечных элементов, где напряжения в 
арматуре достигли предела текучести.
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Рисунок 6. Схема трещинообразования в БС-1 при разрушении (нагрузка 280 кН/м).

Рисунок 7. Схема трещинообразования в БС-2 при нагрузке 280 кН/м.

При нагрузке 680 кН/м текучесть ар-
матуры отмечается во втором ряду КЭ 
с номерами 95-99. Исчерпание несу-
щей способности конструкции про-
изошло при нагрузке 960 кН/м и со-
провождалось существенным, на 
16,5% увеличением прогиба на по-
следней ступени нагружения и резким 
ухудшением сходимости итерацион-

ного процесса. При этом текучесть 
арматуры имела место практически по 
всему нижнему поясу балки-стенки (в 
КЭ с номерами 103-110 в нижнем ряду 
и в КЭ с номерами  93-99 во втором 
ряду). Схема трещинообразования в 
балке-стенке БС-2 при разрушении 
показана на рис.9.
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Рисунок 8. Схема трещинообразования в БС-2 при нагрузке 580 кН/м.

�
Рисунок 9. Схема трещинообразования в БС-2 при разрушении (нагрузка 960 кН/м).

Сравнительный анализ позволяет сделать 
вывод, что учет действительных свойств ма-
териала существенно повышает точность 
компьютерного моделирования. Прочность 
бетона является решающим фактором, опре-
деляющим механизм разрушения конструк-
ции и эффективность использования армату-
ры. На стадии проектирования наиболее 
надежным и точным инструментом оценки 

эксплуатационной пригодности плоскостных 
железобетонных конструкций является ком-
пьютерное моделирование на базе нелиней-
ной деформационной модели с учетом дей-
ствительных прочностных и деформативных 
свойств бетона и арматуры. 

�
�
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