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摘要 粗糙界面上浸润现象在工业生产和日常生活中有很多应用. 刻画粗糙界面上宏观接触角大小

的经典 Wenzel 和 Cassie 公式被广泛使用, 但关于其正确性有很多争议. 本文主要介绍作者近几年对

该问题所做的一些数学分析. 从数学上讲, 粗糙界面上浸润现象是一个具有多尺度边条件的自由界面

问题. 通过对该问题的不同模型做均匀化, 本文显示经典公式在考虑系统全局极小时是成立的, 而考

虑局部极小点时, 宏观接触角应由新的公式描述. 本文还分析了实际应用中比较感兴趣的接触角滞后

现象, 推导出某些条件下接触角变化的方程.

关键词 浸润现象 均匀化 自由界面问题

MSC (2010) 主题分类 41A60, 49J45, 76T10

1 引言

浸润是液体在固体表面扩展运动的物理现象.例如,水珠在荷叶表面的滚动;石油在地下岩石间流

动等自然界中的物理现象都涉及流体的浸润性质. 浸润现象在日常生活中和工业生产中也有许多应

用, 如自清洁材料制备和石油化工等. 正是因为如此, 近年来, 浸润现象是一个多学科交叉的研究热点

问题 (参见文献 [1–3]).

浸润现象可由流体界面和固体表面间的接触角描述 (见图 1). 以水为例, 当液体表面与固体表面

间接触角小于 90◦ 时, 称固体表面是亲水的; 反之, 当此接触角大于 90◦ 时, 称固体表面是疏水的. 从

物理上讲, 接触角大小由材料表面性质和液体表面张力决定. 一般地, 考虑一个液 - 气两相流系统, 其

平衡状态下两相流界面与固体边界的接触角 θY 由液 - 气表面张力 γLV、固 - 液表面张力 γSL 和固 -

气表面张力 ΓSV 所确定, 其关系如下:

cos θY =
γSV − γSL

γLV
, (1.1)
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此即著名的 Young 公式 [4].

尽管 Young 公式准确刻画了平衡状态下光滑匀质固体表面上液体接触角的大小, 然而自然界中

的浸润现象却复杂得多. 固体表面的粗糙性和化学性质非匀质性可以显著改变接触角的大小. 例如,

荷叶表面具有超疏水性和自清洁功能,就是由于荷叶表面存在多尺度的粗糙结构 (见图 2). 另外,固体

表面的粗糙性和化学性质非匀质性也会带来所谓接触角滞后现象,即液滴在固体表面上的接触角不唯

一, 其最大接触角通常称为前进接触角, 其最小接触角称为后退接触角.

粗糙或化学性质非匀质界面的浸润性质也有很久的研究历史. 对这些复杂固体表面上接触角的刻

画, 有两个著名的公式, 即 Wenzel 公式 [6] 和 Cassie 公式 [7]. Wenzel 公式表明粗糙界面上的宏观接触

角的大小与粗糙程度及 Young 接触角之间满足如下关系:

cos θa = r cos θY , (1.2)

其中 r 表示固体表面的粗糙系数, 是粗糙表面面积与其对应光滑平面的面积之比. 易知粗糙系数 r 总

是大于 1, 所以, 当 θY > 90◦ 时, 该公式使得宏观接触角比 Young 接触角大，而当 θY < 90◦ 时, 该公

式使得宏观接触角比 Young接触角小. 这与我们的观察相符.与Wenzel公式对应, Cassie公式可用于

刻画光滑非匀质界面上宏观接触角的大小. 假设固体表面有两种材料组成, 则 Cassie 公式为

cos θa = λ cos θY 1 + (1− λ) cos θY 2, (1.3)

其中 θY 1 和 θY 2 分别是两种材料所对应的 Young 接触角, λ 表示第一种材料在该固体表面上所占的

面积比例.

液体

气体

固体

γ
LV

γ
SV

γ
SL

图 1 液气表面与固体表面的接触角

图 2 微观尺度下荷叶表面的粗糙结构 [5]
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虽然上面两个公式可以定性解释一些自然现象, 从而被广泛使用, 但是它们却很少能够定量解释

物理实验 (参见文献 [8, 9]). 而且, 这两个公式不能描述常见的接触角滞后现象. 最近关于这两个公式

的正确性有很多争论 (参见文献 [8, 10–12]). 因此, 如何通过数学方法理解粗糙界面上的浸润现象, 寻

找刻画宏观接触角大小的公式, 是一个值得研究的问题. 近年来, 该问题在数学领域也引起很多研究

(参见文献 [13–20]).

从数学上看, 粗糙界面上的浸润现象是一个带有复杂边条件的多尺度的自由界面问题, 对该问

题的分析和计算都比较困难. 首先, 我们需要极小化系统中的总界面能, 该问题与极小曲面问题有密

切联系. 当两相流界面与固体边界的接触线给定时, 该问题可以转化为标准的极小曲面问题 (参见文

献 [21]). 然而, 浸润问题中的接触线也是可以自由变动的, 而且由于固体边界的粗糙性是在微观尺度,

而我们关心的是宏观的浸润现象, 所以需要对该问题做均匀化. 对自由界面问题进行均匀化分析并不

简单 (参见文献 [22, 23]). 尤其是我们还要分析系统能量的局部极小解的性质. 其次, 动态浸润现象本

质上是一个复杂的移动接触线问题. 正如我们所知, 移动接触线问题是流体力学中尚未完全解决的问

题之一, 经典的流体无滑移边条件会产生无穷大的能量耗散 [24]. 为防止这种非物理的现象产生, 人们

需要选择合适的边条件 (如文献 [25,26]), 从而产生一些新的数学模型. 我们需要对这些数学模型进行

分析, 用以理解复杂的浸润现象. 此外, 自由界面问题的数值求解是计算数学领域的难题之一, 虽然已

经有很多方法, 如水平集方法和相场方法等. 将这些方法有效应用于粗糙界面中浸润现象问题仍非易

事. 为有效模拟这些问题, 人们可能需要发展新的数值方法.

本文将主要介绍近些年对复杂浸润现象的一些数学方面的分析,期望让有兴趣的读者对相关问题

有大致了解. 本文的具体内容和大致结构简介如下. 第 2 节介绍描述浸润现象的数学模型, 包括静态

能量模型及其发展问题的模型. 第 3 节介绍粗糙界面上宏观接触角的数学分析, 主要是对粗糙多尺度

边条件的均匀化结果及其物理意义. 第 4 节介绍对静态接触角滞后现象的数学分析. 第 5 节介绍对动

态接触角滞后现象的一些分析. 最后将进行简单的总结和展望.

2 数学模型

2.1 界面能极小模型

静态浸润现象, 当不考虑重力作用时, 可由系统中总界面能极小所刻画. 对一个具有固体边界的

液气两相流系统, 其总界面能包括三部分: 固 - 液之间的界面能、固 - 气之间的界面能以及液 - 气之

间的界面能. 因此, 系统总能量公式如下:

E =

∫
ΣSL

γSL(s)dS +

∫
ΣSV

γSV(s)dS +

∫
ΣLV

γLVdS, (2.1)

其中 ΣSL、ΣSV 和 ΣLV 表示固 - 液、固 - 气和液 - 气之间的界面, γSL、γSV 和 γLV 表示相应的能量密

度 (等于表面张力). 通常情形下, γLV 为常数, 上述能量表达式中的第三项可以简化为 γLV|ΣLV|, 这里
|ΣLV| 表示 ΣLV 的 (2 维) Hausdorff 测度. 当固体表面为匀质界面时, (2.1) 中的前两项也可以做类似

简化.

当两相流系统达到平衡状态时, 其系统总能量达到极小. 我们在一个区域 Ω 中考虑该问题, 设液

体所占区域为 Ω1, 气体所占体积为 Ω2 = Ω \ Ω1, 固体边界为 ΓS , 是 ∂Ω 的一部分, 如图 3 所示. 如果
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Ω = Ω
1 
∪ Ω

2

(Ω
1
)

气体 (Ω
2
)

Γ
S

图 3 粗糙界面上浸润问题

假设液体的体积保持不变, |Ω1| = V0, V0 为给定常数, 那么系统的平衡态由如下能量极小问题所决定:

min
|Ω1|=V0

E(Ω1) =

∫
∂Ω1∩ΓS

γSL(s)dS +

∫
∂Ω2∩ΓS

γSV(s)dS + γLV|∂Ω1 ∩ ∂Ω2|. (2.2)

2.2 相场模型

上述能量模型是明锐界面 (sharp-interface) 模型, 对其进行计算和分析都比较困难. 为方便, 人们

也通过相场 (phase-field)模型来研究该问题,利用一个光滑的相场函数 ϕ来表示液气两相所占据的区

域. 两相之间界面是有一定宽度的模糊界面 (diffuse interface). 该模型中, 通常用 Ginzburg-Landau 能

量泛函 [27] 逼近液与气之间的界面能, 并引入合适的固体边界的界面能项, 得到如下的能量泛函:

Eε(ϕ) =

∫
Ω

ε|∇ϕ|2 + f(ϕ)

ε
dx+

∫
ΓS

γ(ϕ)dx, (2.3)

其中 f(ϕ) 是自由能密度, 通常是一个双阱函数, 例如,

f(ϕ) =
(1− ϕ2)2

4
, γ =

γSL + γSV
2

+
γSL − γSV

2

(3ϕ− ϕ3)
2

.

静态浸润现象可由下述问题刻画:

inf
ϕ
Eε(ϕ) (2.4)

s.t.

∫
Ω

ϕ = c0,

其中 c0 是一个常数.

为方便分析, 相场模型中 ϕ 可以取为 H1(Ω) 中的函数. 极小化系统中的总能量可以通过求解泛

函 (2.3) 所对应的梯度流方程得到. 例如, 其在 H−1(Ω) 中的梯度流方程为 Cahn-Hilliard 方程
∂tϕ = ∆µ, 在 Ω 内,

µ = −ε∆ϕ+
f ′(ϕ)

ε
, 在 Ω 内,

∂tϕ = α

(
ε∂nϕ−

∂γsf (ϕ)

∂ϕ

)
, ∂nµ = 0, 在 ∂Ω 上,

(2.5)
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其中 α > 0 是一个松弛常数. 与经典的 Cahn-Hilliard 方程相比, 上述方程具有一个松弛的边界条件.

该条件可由 Onsager变分原理推导出来 (参见文献 [28]),描述了边界上的能量耗散.方程 (2.5)也可由

带广义 Navier 滑移边条件 (GNBC) 的两相流模型推导出来, 该模型可以刻画移动接触线的运动 (参

见文献 [26]). 本质上, 该两相流模型是 Navier-Stokes 方程和 Cahn-Hilliard 方程耦合的模型. 当系统

中流体速度很小时, 我们忽略流体速度, 则该耦合模型就简化为方程 (2.5). 方程 (2.5) 描述了系统总

界面能减小的过程, 从一定程度上刻画了浸润现象的动态行为. 因此, 方程 (2.5) 也可以作为动态浸润

现象的简化模型.

2.3 两种能量模型之间关系

描述浸润现象的两种能量模型具有密切的联系. 例如, 假定自由能密度函数 f(ϕ) 在 ±1 处达到局
部极小, 当 ε 趋于 0 时, 由于 f 是双阱函数, ϕ 收敛于 ±1. 我们期望, 当 ε 趋于 0 时, 相场模型能够收

敛到经典明锐界面能量模型. 该问题最早由 Modica [29] 进行了研究. 她建立了光滑匀质界面上相场模

型的收敛性. 在文献 [30], 我们将其分析推广至非匀质界面情形, 并证明了局部极小点的收敛性. 该结

果可以用来理解非匀质界面上宏观接触角及其滞后现象.

关于变分问题的收敛性的严格理论基于 Γ 收敛理论 [31,32]. 主要结论如下: 在有界变分泛函空间

BV(Ω) 中, 定义

Iε(ϕ) =


∫
Ω

ε|∇ϕ|2 + f(ϕ)

ε
dx+

∫
ΓS

γ(ϕ), 若

∫
Ω

ϕdx = c0,

+∞, 其他,

(2.6)

以及

Ĩ0(ϕ) =


σ|∂Ω1 ∩ Ω|+

∫
∂Ω1∩∂Ω

γ̃(x, 1)dS

+

∫
∂Ω\∂Ω1

γ̃(x,−1)dS, 若 ϕ = ±1, a.e. 且
∫
Ω

ϕdx = c0,

+∞, 其他,

(2.7)

其中 Ω1 = {x | ϕ(x) = 1}, f(·) > 0 是自由能密度,

σ =

∫ 1

−1

√
2f(r)dr, γ̃(x, t) = inf

s

{
γ(x, s) +

∣∣∣∣ ∫ t

s

√
2f(r)dr

∣∣∣∣}.
我们有如下命题:

命题 1 当 ε 趋于零时, 泛函 Iε(ϕ) 在 L1(Ω) 意义下 Γ- 收敛于 Ĩ0.

特别地, 当 f(ϕ) = (1−ϕ2)2

4 时, γ̃(x, t) = γ(x, t), σ =
∫∞
−∞(Φ(ξ)′)2dξ 即为两相流界面的表面张

力 γLV, 其中 Φ(ξ) = tanh(ξ/
√
2) 刻画了模糊界面中 ϕ 的结构 (参见文献 [33, 34]).

命题 1 的证明参见文献 [30]. 基于该命题, 我们也可建立变分问题局部极小点的收敛性质, 即如

下定理:

定理 2 若 ϕ0 ∈ BV(Ω)是 I0 的在 L1
loc 意义下的一个孤立局部极小点,则存在序列 ϕεj ∈ BV(Ω)

是 Iεj 在 L1
loc 意义下的局部极小点, 且满足

lim
j→∞

∥ϕεj − ϕ0∥L1 = 0, (2.8)

其中

lim
j→∞

εj = 0.
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该定理证明中, 我们主要利用 Kohn 和 Sternberg [35] 关于局部极小点的收敛性定理.

3 粗糙界面上浸润问题的均匀化理论

当固体边界为匀质平面时, 静态浸润问题从物理和数学上都比较简单, 其解为一平均曲率为常数

的曲面 (球面), 该曲面与固体边界夹角为 Young 公式所刻画. 但当固体表面具有微观的粗糙结构时,

该问题将非常困难.因为微观的结构影响了宏观接触角的大小,这本质上是一个多尺度问题.本节将介

绍对浸润现象的一些主要均匀化结果.

3.1 相场模型的均匀化

首先考虑相场模型的均匀化方法 [36]. 我们采取的策略是先对变分问题 (2.4)的 Euler-Lagrange方

程做渐近分析, 从形式上推导出均匀化的结果, 然后再利用变分 Γ 收敛理论严格证明相关结论.

易知, 相场能量模型 (2.4) 的 Euler-Lagrange 方程为
−ε∆ϕ− (ϕ− ϕ3)

ε
= c, 在 Ωδ 内,

ε
∂ϕ

∂n
− σ

2
cos θY

(
x,
x

δ

)
sγ(ϕ) = 0, 在 Γδ 上,∫

Ω

ϕdx = c0,

(3.1)

其中 Γδ = {(x, y) | y = δh(x, xδ )} 表示一个局部周期的粗糙边界, sγ(ϕ) =
3
2 (1 − ϕ

2). 这里假定固体表

面也可能是非匀质的, θY (x,
x
δ )是位置的函数, 并具有局部周期性. c是一个 Lagrange乘子, 是由 ϕ积

分等于常数引入的.

对该问题, 固定 ε, 考虑 δ 趋于 0 时的极限. 首先假定 ϕ 可以关于 δ 进行展开,

ϕ = ϕ0 + δϕ1 + · · · ,

通过渐近分析, 可以推导出其首项 ϕ0 满足如下方程:
−ε∆ϕ0 −

(ϕ0 − ϕ30)
ε

= c, 在 Ω0 内,

ε
∂ϕ0
∂n
− σ

2
sγ(ϕ0)

∫ 1

0

cos θY (x,X)
√
1 + (∂Xh(x,X))2dX = 0, 在 Γ0 上,∫

Ω

ϕ0dx = c0,

(3.2)

其中 Γ0 = {(x, y) | y = 0}, Ω0 是以 Γ0 为边界的区域. 利用 Γ- 收敛理论, 我们也能够证明 (3.1) 所对

应的变分问题收敛于 (3.2) 的变分问题.

首先, 假设 h > 0, 从而有 Ωδ ⊂ Ω0. 方程 (3.2) 的解是如下变分问题的极小点:

min
ϕ∈V

F (ϕ) :=

∫
Ω0

(
ε

2
|∇ϕ|2 + f(ϕ)

ε

)
dx− εσ

2

∫
Γ0

B(x)
(3ϕ− ϕ3)

4
dS, (3.3)

其中

B(x) =

∫ 1

0

cos(θs(x,X))
√
1 + (∂Xh(x,X))2dX
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且

V =

{
ϕ ∈ H1(Ω0) :

∫
Ω0

ϕdx = c0,在 ∂Ω \ Γ 上
}
.

类似地, 方程 (3.1) 对应着变分问题

min
ϕδ∈V

F δ(ϕδ), (3.4)

其中

F δ(ϕδ) :=


∫
Ωδ

ε

2
|∇ϕδ|2 + f(ϕδ)

ε
dx− εσ

2

∫
Γδ

cos θs
(3ϕδ − (ϕδ)3)

4
dS, ϕδ ∈ V δ,

+∞, ϕδ ∈ V \ V δ.

(3.5)

V 的子空间 V δ 定义为

V δ =

{
ϕ ∈ H1(Ωδ) :

∫
Ωδ

ϕ = c0

}
.

这里将 F δ(ϕδ) 定义在 V 上, 而不是 V δ, 是为了方便利用 Γ 收敛理论 (参见文献 [31]).

定理 3 设 F δ 和 F 如 (3.3) 和 (3.5) 所定义, 则有

(i) 当 δ → 0 时, 泛函 F δ 在 H1(Ω) 弱拓扑意义下 Γ- 收敛于 F ;

(ii) 对任意 δ > 0, 设 ϕδ 是 F δ 在 V 中的极小点, 那么存在一个子列, 不妨仍记为 ϕδ, 在 H1(Ω)

中弱收敛一个函数 ϕ, 且 ϕ 是 F 的极小点.

该定理的证明参见文献 [36, 定理 5.1] 的证明, 这里的边界条件做了稍微改变.

方程 (3.2) 中的边界条件可以导出经典 Wenzel 和 Cassie 公式. 其推导过程如下. 注意到 ϕ0 决定

了一个厚度为 ε的模糊界面, 其与固体表面的边界相交, 如图 4所示. 对 (3.2)中的边条件跨模糊界面

积分, 注意到∫
int∩Γ0

ε
∂ϕ

∂n

∂ϕ

∂x
dx =

∫ ∞

−∞
ε
∂ϕ

∂m

∂ϕ

∂x
dx cos θe =

∫ ∞

−∞
ε

(
∂ϕ

∂m

)
dm cos θe = σ cos θe,

以及 ∫
int∩Γ0

σ

2
sγ(ϕ)

(∫ 1

0

cos θY (x,X)
√
1 + (∂Xh(x,X))2dX

)
∂ϕ

∂x
dx

= σ

∫ 1

0

cos θY (x,X)
√

1 + (∂Xh(x,X))2dX,

↓ ↓

↓

(φ
 
= −1)

 (φ = 1)

n

m

0

 (φ = 0)

θ
e

x

m

图 4 模糊界面的接触角
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可得到

cos θe =

∫ 1

0

cos θY (x,X)
√
1 + (∂Xh(x,X))2dX. (3.6)

对于几何粗糙界面, θY 是常数, 我们可以得到

cos θe = r(x0) cos θY , (3.7)

其中

r(x0) =

∫ 1

0

√
1 + (∂Xh(x0, X))2dX

表示接触点 x0 附近粗糙界面与等效光滑界面的面积比. 易知这就是经典的 Wenzel 公式. 而当固体表

面光滑 (h ≡ 0) 时, 上述方程简化为

cos θe =

∫ 1

0

cos θY (x0, X)dX. (3.8)

特别地, 如果固体表面由两种材料组成, 则该方程简化为

cos θe = λ(x0) cos θY 1 + (1− λ(x0)) cos θY 2, (3.9)

其中 λ(x0) 是 x0 附近第一种材料所占的面积比例, 显然这就是经典 Cassie 公式.

上述对二维问题的分析可以自然地推广至三维情形 (参见文献 [37]). 虽然上述分析验证了经典

Wenzel和 Cassie公式,但是因为使用了模糊界面的模型,我们固定 ε,让粗糙系数 δ 趋于零,这本质上

可能对应于 δ 小于 ε 的情形. 考虑到很多实际问题中界面厚度可能要小于粗糙尺度, 为了研究一般情

形下宏观接触角大小, 我们需要考虑明锐界面的模型的均匀化.

3.2 明锐界面模型的均匀化

对浸润现象明锐界面模型的均匀化,在数学上人们从不同角度对该问题进行了研究.例如, Alberti

和 DeSimone [13] 对几何粗糙界面的变分问题进行了研究,他们的模型假设气体可以被液体覆盖在粗糙

空隙中,他们推导了均匀化的模型,并且证明了该模型解的上下界对应于Wenzel状态和 Cassie-Baxter

状态. Caffarelli 和 Mellet [15] 对化学性质不均匀界面的情形研究了其均匀化结果. Chen 等 [38] 对几何

粗糙的情形证明了问题的全局极小解收敛于 Wenzel 公式所对应的均匀化解. 下面将主要介绍我们的

分析结果.

我们考虑三维的明锐界面模型. 如图 5 所示, 假定周期性粗糙固体边界由下式给出:

x = hδ(x, y) = δh

(
y

δ
,
z

δ

)
,

h(Y,Z) 是在 Y 和 Z 方向上周期为 1 的光滑函数. 假定液 - 气界面 z = u(x, y) 存在于一个有界区域

[hδ, 1]× [0, Nδ]× [−M,M ] 中, 且满足 u(1, y) = 0. 假设 u 在 y 方向上为周期函数. 无量纲化之后, 此

系统中的总界面能可写为

Eδ,N [u] =
1

Nδ

∫ Nδ

0

∫ 1

hδ

√
1 + |∇u(x, y)|2dxdy

− cos θY
Nδ

∫ Nδ

0

√
1 + (h′δ(y))

2u(hδ, y)dy. (3.10)
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这里不假定液体的体积给定, 而是固定两相流界面的右端边界. 其对应的 Euler-Lagrange 方程为

div

(
∇u√

1 + |∇u|2

)
= 0, 在 Bδ,N 内,

u(·, 0) = u(·, Nδ),

uy(·, 0) = uy(·, Nδ),

u(1, y) = 0, y ∈ (0, Nδ),

nΓδ
· nSδ

= cos θY , 在 CL 上,

(3.11)

这是一个带特殊边条件的极小曲面方程, 其中 Bε,N 是 u 在坐标平面 {z = 0} 的投影, CL 表示接触线

的位置. 方程中第 2 和 3 行是周期边条件, 第 4 行是 Dirichlet 边条件, 第 5 行表示在左端接触线上的

接触角微观上仍满足 Young 公式, 其中 nΓδ
和 nSδ

分别表示两相流界面和固体边界的法向.

我们在 Lipschitz 连续的函数空间 (C0,1) 中考虑能量 Eδ,N 的极小. 定义

Xδ = {u ∈ C0,1([−hδ, 1]× [0, Nδ]) | u(·, 1) = 0, u(0, ·) = u(Nδ, ·)}. (3.12)

我们证明了泛函 Eδ,N 在 Xδ 的全局极小收敛于下面能量泛函的全局极小点:

E(v) :=

∫ 1

0

√
1 + (vx(x))2dx− v(x) cos θ̂, (3.13)

其中

θ̂ = acos

(∫ 1

0

∫ 1

0

√
1 + |∇h(Y, Z)|2dY dZ cos θY

)
.

我们有如下定理:

定理 4 设 uδ 是 Eδ,N ((3.10)) 在 Xδ 内的全局极小点, 则有

lim
δ→0

max
y∈[0,δ]

∥uδ(·, y)− v∗∥L1(0,1) = 0, (3.14)

图 5 三维周期粗糙界面上的两相界面
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其中 v∗ = k(1− x) (k = ctan(θ̂))为 (3.13)中能量 E(v)在 X = {v ∈ C1([0, 1]) | v(1) = 0}中的极小点.

该定理表明, Eδ,N 的全局极小所对应的曲面收敛于一个平面,该平面与左边等效边界的夹角为 θ̂,

满足

cos θ̂ =

∫ 1

0

∫ 1

0

√
1 + |∇h(Y, Z)|2dY dZ cos θY . (3.15)

显然这就是经典 Wenzel 方程. 换句话讲, 如果考虑系统的全局极小时, 宏观接触角满足经典 Wenzel

方程. 上述分析也可以推广至化学性质不均匀界面情形, 类似可以推导出系统全局极小点在均匀化意

义下满足经典 Cassie 方程:

cos θ̂ =

∫ 1

0

∫ 1

0

cos θ(Y, Z)dY dZ. (3.16)

3.3 局部极小解的均匀化

上述分析主要针对变分问题的全局极小. 实际问题中,往往需要考虑系统的局部极小满足的性质,

因为在物理实验中, 达到系统的全局极小往往比较困难. 在文献 [30] 中, 我们考虑了一个二维问题, 假

设固体边界为非匀质界面, 分析了系统能量局部极小点所满足的性质. 我们严格证明了局部极小点所

对应的接触角只依赖于接触点的位置, 而非由经典 Wenzel 和 Cassie 公式给定. 在文献 [39] 中, 我们

分析了三维情形, 推导出新的一个修正的 Cassie 公式. 其主要结果如下.

为简单起见, 先考虑光滑非匀质界面, 在问题 (3.11) 中, 假设 h ≡ 0, 而 θY 具有周期性的分布. 假

定两相流界面 u 是某光滑界面在固体边界附近具有小扰动, 即令

u(x, y) = u0(x) + δu1

(
x,
y

δ

)
+ · · · , (3.17)

通过渐近分析, 我们发现 u0(x) 满足

u0(x) = k(1− x),

而其宏观接触角由以下公式给出:

cos θe =
k

1 + k2
=

1

δ

∫ δ

0

cos θY (y, ψδ(y))dy, (3.18)

其中 {(x, z) | x = 0, z = ψδ(y)} 表示两相流界面与固体边界的交线 (接触线). 我们称 (3.18) 为修正

Cassie 公式.

修正 Cassie 公式与经典 Cassie 公式 (3.16) 有着根本的区别. (3.16) 表明宏观接触角为固体表面

上 Young 接触角的面平均, 而 (3.18) 表明, 宏观接触角应为在接触线上 Young 接触角的平均. 换句话

讲, 如果考虑局部极小点, 其宏观接触角不能由经典 Cassie 公式所刻画. 修正 Cassie 公式与物理实验

结果相符合 (参见文献 [12,40]). 这些分析可以推广至几何粗糙界面的情形, Xu [41] 推导出一个修正的

Wenzel 公式, 并通过变分方法严格证明了渐近分析的结果.

4 拟静态接触角滞后现象的分析

如前所述, 粗糙界面上的浸润问题, 其能量泛函具有许多局部极小点, 而这会影响到实际过程中

材料的浸润性质. 一般来讲, 液体的前进接触角不等于其后退接触角, 这就是接触角滞后现象. 如何定

量理解接触角滞后现象, 是实际应用中非常重要的问题 (如文献 [42,43]), 因此也引起数学领域对该问
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题的很多兴趣. 例如, Caffareli 和 Mellet [16] 证明了非匀质界面上能量泛函问题的局部极小所对应的

接触角在某区间内,这对应着接触角滞后现象. Alberti和 DeSimone [20] 假定接触线移动具有与变化率

无关 (rate-independent) 的能量耗散, 他们构造了一个接触角滞后现象的变分模型.

在文献 [30] 中, 我们对二维浸润问题做了一些直接的分析和计算. 考虑非匀质界面上拟静态浸润

问题, 我们发现系统中前进接触角等于系统中的最大 Young 接触角, 后退接触角等于系统中的最小

Young 接触角, 这定量解释了二维情形下的接触角滞后现象. 例如, 如图 6 所示, 考虑一个二维管道,

其表面由两种材料组成, 对应的 Young接触角分别是 θA 和 θB, 且不妨令 θA < θB. 管道总长度为 2L,

在中间部分 [−L/2, L/2],两种材料周期性排列. 假设共有 k个周期,每个周期内两种材料所占面积 (长

度) 都为 L/(2k). 设 Ω1 和 Ω2 表示液体 (流体 1) 和气体 (流体 2) 所占的区域. 记 α = |Ω1|
4Lh 为液体所

占体积比例. 我们缓慢改变液体的体积, 考虑拟静态过程, 则系统处于平衡状态, 两相流界面的曲率是

常数. 因此, 对于给定液体体积以及接触角的大小, 我们总可以显式求出接触点的位置

x =
1

2

h

cos2 θ

((
π

2
− θ

)
− cos θ sin θ

)
+ 2αL. (4.1)

由此可以由能量公式 (2.1) 显式计算系统中界面能的大小. 为方便, 我们引入无量纲的相对位置

x̂ =
x− L
h

,

则无量纲的界面能为

Ê(α, θ) =
γLV|ΣLV|+ γSL|ΣSL|+ γSV|ΣSV|

γLVh

= C +



π − 2θ

cos θ
− 2x̂ cos θA, x̂ 6 − L

2h
,

π − 2θ

cos θ
+

(L− 2∆x) cos θA
h

− 2Ix∆x(cos θA + cos θB)

h

−2
(
x̂− (2Ix + 1)∆x

h
+

L

2h

)
β̂, − L

2h
6 x̂ 6 L

2h
,

π − 2θ

cos θ
− 2x̂ cos θB, x̂ > L

2h
,

(4.2)

其中 Ix = [ 2x̂h+L
4∆x ] 是数 2x̂h+L

4∆x = x−L/2
2∆x 的整数部分, 表示被液体完全占据的周期个数, 而

β̂ =

cos θA 若
2x̂h+ L

4∆x
− Ix 6 1

2
,

cos θB, 其他.

给定 α,我们能够计算能量极小问题的极小点. 但是由于系统中极小点不唯一,我们采取的策略是

逐渐增大或减小 α 的值来模拟一个准静态过程. 当 α 改变时, 我们利用上一步的解作为初值, 按照 α

改变的方向搜索问题第一个局部极小点作为该步的解. 我们的一个计算结果由图 7 所示, 该图显示了

不同情形下接触角和接触点的变化情形, 这里选择 k = 15. 我们可以看到清晰的接触角滞后现象, 其

前进接触角与后退接触角分别等于系统中的最大和最小 Young 接触角, 这也验证了我们的分析结果.

上述分析只是针对二维情形, 对于有些特殊的三维问题, 我们可以结合修正的接触角公式 (如修

正 Cassie 公式) 来定量刻画接触角滞后现象 (参见文献 [39]). 但是对于一般的三维问题, 因为接触线

位置和形状的复杂性, 我们仍不能给出可以定量预测接触角滞后现象的理论结果. 这需要进一步研究

和数值模拟.
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2h

LL/2 L/2

图 6 边界由两种材料周期排列成的管道 [30]
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图 7 接触角和接触点随体积变化 (α 增大或减小) 而变化的情形, 其中 k = 15, θA = 30◦, θB = 150◦

5 时间发展的浸润现象模型的分析

如前所述, 当流体运动比较缓慢, 其能量耗散不占主要部分时, 浸润现象可用带松弛边条件的

Cahn-Hilliard 方程 (2.5) 刻画. 文献 [44] 基于关于解的一个 L∞ 估计, 证明了该问题强解的长时间

存在性, 并通过渐近分析, 研究了该问题的明锐界面极限. 下面只介绍渐近分析的结果, 并将之用于理

解一些动态浸润现象.

考虑当 ε 趋于 0 时, 我们发现短时间接触角保持不变, 而界面变成曲率为常数的圆弧. 如果考虑

长时间行为, 则引入新的时间变量 s = εt. 方程 (2.5) 变为
∂sϕ = ε−1∆µ, 在 Ω 内,

µ = −ε∆ϕ+
f ′(ϕ)

ε
, 在 Ω 内,

∂sϕ = α

(
∂nϕ− ε−1 ∂γsf (ϕ)

∂ϕ

)
, ∂nµ = 0, 在 ∂Ω 上.

(5.1)

考虑图 8(a) 中的情形, 一个液滴在固体表面的扩展. 由方程 (5.1), 我们可以推导出接触角 β 满足一个
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(a)

(b)

(c) (d)

图 8 Young 接触角 (θY (x)) 光滑变化非匀质界面上前进和后退接触角. (a) 液滴形状随时间变化; (b) 动态接

触角随时间的变化; (c) k = 5; (d) k = 40

非线性常微分方程

d

ds
β(s) =

α√
A

(β − sinβ cosβ)3/2[cosβ − cos θY ]

sinβ[sinβ − β cosβ]
, (5.2)

其中 A 表示液滴体积. 按照该方程, β 逐渐演化为平衡状态的接触角. 我们用数值方法验证了该极限

方程的正确性. 我们用一个凸分裂的数值格式求解 Cahn-Hilliard 方程 [45], 计算了两个不同的 ε. 我们

发现, 随着 ε 的减小, 接触角随时间的变化收敛于常微分方程的解 (见图 8).

利用这种思想, 我们还可以考虑化学性质不均匀界面上的动态浸润现象 (参见文献 [46]). 考虑类

似于图 6 所示的固壁非匀质的管道内的浸润现象. 与上节的拟静态分析不同, 假定按照一定速度往管

道中增加或减小流体的体积. 考察该管道内带对流项的 Cahn-Hilliard 方程, 将 (5.1) 中第一行的方程

改为

∂sϕ+ ux∂xϕ = ε−1∆µ.

通过类似的渐近分析, 我们可以推导出接触角 θ 和接触点相对位置 x̂ 满足如下常微分方程:
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
θt =

[
α̂
cos θ − cos(θY (hx̂))

sin θ
+ v

]
g̃(θ),

x̂t = −α̂
cos θ − cos(θY (hx̂))

sin θ
,

(5.3)

其中

g̃(θ) =
cos3(θ)

cos θ + (θ − π
2 ) sin θ

,

v 刻画了液体体积改变的速度.

利用上述分析结果,我们期望可以理解更复杂的动态浸润现象. 一个典型的数值结果如图 8 所示,

这里假定固壁上 Young 接触角不是分片常数, 而是一个光滑函数 θY (x) = π
2 + π

6 sin(kx). 对于不同

的 k, 我们计算出前进和后退接触角的变化. 这里令 α = 10, v = ±0.5. 数值结果显示了清晰的接触角
滞后现象.

6 总结与展望

本文回顾了在数学方面对浸润现象的一些分析结果.我们对一个带复杂边条件自由界面问题做均

匀化, 验证了经典接触角公式成立的条件, 并推导出一些新的接触角公式. 我们利用不同模型, 对接触

角滞后现象进行了理论分析. 这些分析结果能够帮我们认识自然界丰富有趣的浸润现象.

因为篇幅限制和我们水平有限, 本文没有涉及浸润问题中一些重要的问题. 例如, 我们未介绍粗

糙界面上 Wenzel 状态和 Cassie-Baxter 状态 (气泡存在于粗糙界面空隙的状态) 之间的转换 (wetting

transition) [47], 这本质是一个寻找鞍点的问题 (参见文献 [48]). 再如, 我们没有涉及流体运动, 尤其是

与移动接触线相关的动态浸润现象, 其建模、计算和分析都有很多本质的困难 (参见文献 [3]). 另外,

我们也没有涉及电解质溶液在电场条件下的电浸润 (electrowetting) [49] 等问题.
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Mathematical analysis for wetting on rough surface

XU XianMin & WANG XiaoPing

Abstract Wetting on rough surface is a common phenomenon in nature and our daily life. It has many appli-

cations in some industry processes, such as painting, printing, etc. Nevertheless, the theoretical understanding for

wetting on rough surface is not complete. There are some controversies on some well-known formulae, such as the

Wenzel and Cassie equations. In this paper, we review some mathematical analysis for this problem, including

homogenization for wetting problem on rough surface and analysis for contact angle hysteresis. We show how

mathematics helps us to understand the complicated wetting phenomenon.
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