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摘 要: Essai对求解非对称线性方程组的广义极小残差法 (GMRES)进行改进，提出加

权GMRES方法 (WGMRES)．该方法具有良好的收敛效果，但计算量较大．本文

利用加权GMRES本身构造出一种有效的多项式预处理并与加权GMRES结合，构造

了一种新算法．该算法能够显著地减少加权GMRES迭代次数，并能减少运算量和储

存量．数值算例表明，相对于加权GMRES方法来说，新算法减少了运算时间和迭代

次数．

关键词: 多项式预处理；加权Arnoldi算法；加权GMRES算法；迭代法；平行板突扩管

分类号: AMS(2000) 65F10; 65F50 中图分类号: O241.6 文献标识码: A

1 引引引言言言

许多科学计算问题经过离散可归结为解线性方程组

Ax = b, (1)

其中A ∈ CN×N非奇异，b是列向量．解这类方程组的一类方法就是基于最小残差法

xn = x0 + qn−1(A)r0, (2)

其中 qn−1(x)为多项式且deg qn−1 ≤ n− 1，使得 ∥rn∥最小，或

xn ∈ x0 +Kn(r0, A), Arn⊥Kn(r0, A),

rn = b−Axn表示残差，Kn(r0, A) = span {r0, Ar0, · · · , An−1r0}是Krylov子空间．

令 pn = b− zqn−1(z)，此为残差多项式，于是 rn = pn(A)r0．在这类方法中应用最广

的是GMRES方法[1]，GMRES是在Krylov子空间上进行迭代，该算法的收敛性由残差

模的单调性得出，而且具有良好的数值稳定性，但具有较长的迭代公式，因此每步迭代

的计算量与储存量都线性增长，同时难以有效的并行运算．Saad采用循环GMRES法，

但GMRES (m)[2]会失去超线性收敛，产生停滞．1998年，Essai对GMRES方法进行
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改进，提出加权GMRES方法[3]，其优点在于具有良好的收敛性，但也增加了计算

量．Nachtigal等[4-11]讨论了GMRES和其他方法相结合策略．文献 [12–17]是将加权

思想与其他方法相结合文章．本文采用多项式预处理加权GMRES (m)法及多项式预

处理加权GMRES (m)法．其主要问题是找到有效的低阶多项式 pn(x)，迭代解应用

到 pn(A)Ax = pn(A)b中，这会产生一个Krylov子空间

Km
(
pn(A)A; r0

)
= span

{
r0, pn(A)Ar0, · · · , (pn(A)A)m−1r0

}
.

它是Krylov子空间K(n+1)(m−1)+1(A; r0)的子空间．本文直接利用加权GMRES方法本身

来构造预处理多项式，多项式的预处理和混合迭代[4]极为相似，其思想就是尽可能减少迭

代次数．随着迭代次数的减少，存储量和运算量也会相应减少．

2 加加加权权权Arnoldi算算算法法法

先来定义D-内积及D-范数．如果D = diag {d1, d2, · · · , dn} (di > 0, i = 1, 2, · · · , n)
是一个对角矩阵，u, v ∈ Rn是两个向量，那么它们的D-内积就定义为

(u, v)D = vTDu =
N∑
i=0

diuivi.

显然，当 d1 = d2 = · · · = dn = 1时，(u, v)D = (u, v)．如果 (u, v)D = 0，就

称u和 v关于D相互正交，也可以表示为u⊥Dv．
同样可以定义D-范数

∥u∥D =
√
(u, u)D =

√
uTDu =

√√√√ N∑
i=0

diu2
i , ∀ u ∈ Rn.

求解方程组 (1)的加权Arnoldi算法[2]：

步骤1 构造 v1，进行第 2至第 6步，对于 j = 1, 2, · · · , k；
步骤2 计算w = Avj；

步骤3 计算hij = (w, vi)D, w = w − hijvi, i = 1, 2, · · · , j；
步骤4 计算hj+1,j = ∥w∥D；
步骤5 如果hj+1,j = 0，则停止；

步骤6 计算 vj+1 = w�hj+1,j；

步骤7 结束．

3 预预预处处处理理理多多多项项项式式式的的的构构构造造造

加权GMRES方法的主要思想是Krylov子空间Kn(r0, A)找到一个向量 zn，使其D-

范数极小化

min
zn∈Kn(r0,A)

∥∥b−A(x0 + zn)
∥∥
D
= min

zn∈Kn(r0,A)

∥∥r0 −Azn∥∥D,
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zn ∈ Kn(r0, A)可写作 zn = Vnyn，其中Vn = (v1, v2, · · · , vn)，使得V T
n DVn是加权Arno-

ldiD正交过程形成的Krylov子空间的一组向量．所以有

min
zn∈Kn(r0,A)

∥∥b−A(x0 + zn)
∥∥
D
= min

zn∈Kn(r0,A)

∥∥r0 −AVnyn∥∥D
= min

zn∈Kn(r0,A)

∥∥Vn(∥r0∥e1 −Hnyn
)∥∥

D

= min
zn∈Kn(r0,A)

∥∥∥r0∥e1 −Hnyn
∥∥,

其中

Hn = V T
n DAVn, Hn =

 Hn

hn+1,ne
T
n

 .
现在利用残差多项式来构造出多项式预处理因子，Kn表示N × n矩阵，其列

为Krylov子空间Kn = span {r0, Ar0, · · · , An−1r0}的基向量．由加权GMRES方法，

有以下迭代公式

vj+1 = h−1
j+1,n(Avj − Vjhj), hj = (h1j, h2j, · · · , hjj), j = 1, 2, · · · , n. (3)

因为Vn的列和Kn的列张成的是同一个空间，我们有

Vn = KnCn, (4)

其中Cn为上三角矩阵

Cn =



c11 c12 · · · c1n

c22 · · · c2n

. . .
...

0
cnn


, (5)

由 (4)式表示出向量 vj和 vj+1，并代入 (3)式，比较两边关于Ajv0的系数，可得到


c1,j+1

· · ·

cj+1,j+1

 =





0

c1j

· · ·

cjj


−

 Cjhj

0



/
hj+1,j. (6)

再用加权GMRES方法解Hessenberg矩阵最小二乘问题，得xn = x0 + Vny．

因为Vny = KnCny，可得出向量Cny为多项式 qn−1(z)的系数

Cny = (a0, · · · , an−1)
T , qn−1(z) = a0 + a1z + · · ·+ anz

n−1, (7)
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pn(z) = 1− zqn−1(z)即为残差多项式．可得

qn−1(z) =
1− pn(z)

z
.

令 k = n − 1，由此式可得 qk(A) ≈ A−1，可参见文献 [17]，所以可用 qk(A)作预处理矩

阵．

4 多多多项项项式式式预预预处处处理理理加加加权权权GMRES (m)算算算法法法

根据上面的分析，给出以下多项式加权GMRES (m)算法，简记为PWGMRES (m)算

法：

1) 输入：近似解精度 ε，Krylov子空间的维数m，所需计算的预处理多项式 qn−1(z)

的次数 k，初始值x0；

2) 计算 r0 = b−Ax0；

3) 选择向量 d，使得 ∥d∥2 =
√
n, β = ∥d∥D, v1 = r0/β；

4) 利用加权Arnoldi过程计算Hk, Vk；

5) 对于 j = 1, 2, · · · , k；
6) 根据 (6)式计算 cj+1；

7) 计算

Cj+1 =

  Cj O

O 0

+
[
O cj+1

] /hj+1,j;

8) 结束 j循环；

9) 由QR分解计算最小二乘问题min
y
∥βe1 − Hmy∥2，得到的解为 ym，并令xk =

x0 + Vky；

10) 计算预处理多项式 qk(z)；

11) 对 qk(A)Ax = qk(A)b用加权GMRES (m)算法；

12) 结束．

5 数数数值值值算算算例例例

为了说明PWGMRES (m)算法的有效性，给出数值算例．关于加权 di的选择，Essai

在文献 [3]中WGMRES算法里建议取

di =
√
n
|(r0)i|
∥r0∥2

, D = diag(d),

其中 r0的任意分量不能为零．选取向量 b使得方程Ax = b的精确解为x = (1, 1, · · · , 1)T，
其相关残差 ∥rm∥

∥r0∥ ≤ ε或残差 ∥rm∥ ≤ η．
需要说明的是本文所有算法的程序是用Matlab在 4CPU, 3.20GHz，内存为 1.00GB的

电脑上编写的，且每个算例中 r0的任意分量不为零．
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算例1 本例中矩阵nos2−sm取自矩阵市场 (http://math.nist.gov/MatrixMarket/)，

条件数为 6.3E + 09，非零元素个数为 2547，阶数为 957 × 957, ε = 10−15, η ≤ 10−8．

其 k = 10, m = 30预处理后的矩阵与没作预处理的矩阵的残差与迭代次数和残差与迭代

时间的关系，如图 1所示．
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图 1: 算例 1中PWGMRES(30)和WGMRES(30)比较

算例2 本例中矩阵 orsirr−1−sm取自矩阵市场 (http://math.nist.gov/MatrixMar

ket/)，条件数为 1E + 02，非零元素个数为 6858，阶数为 1030 × 1030, ε = 10−8, η ≤
10−7．其 k = 2, m = 40预处理后的矩阵与没作预处理的矩阵的残差与迭代次数和残差与

迭代时间的关系，如图 2所示．
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图 2: 算例 2中PWGMRES(40)和WGMRES(40)比较
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算例3 本例中矩阵 orsreg−1−sm取自矩阵市场 (http://math.nist.gov/MatrixMar

ket/)，条件数为 1E + 02，非零元素个数为 14133，阶数为 2205 × 2205, ε = 10−6, η ≤
10−6．其 k = 1, m = 30预处理后的矩阵与没作预处理的矩阵的残差与迭代次数和残差与

迭代时间的关系，如图 3所示．
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图 3: 算例 3中PWGMRES(30)和WGMRES(30)比较

算例4 本例中矩阵为Grcar，阶数为 1000 × 1000, ε = 10−12, η ≤ 10−8．其 k =

10, m = 30预处理后的矩阵与没作预处理的矩阵的残差与迭代次数和残差与迭代时间的

关系，如图 4所示．
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图 4: 算例 4中PWGMRES(30)和WGMRES(30)比较
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算例5 平行板组成的突扩管道，如图 5所示，流动为层流，进口为均匀流速，根据

文献 [18]中提出的圆图扩管内流动雷诺数的定义Re = ud/v，导出相应的进口速度uin =

Re ∗ v/d，管道壁面为光滑的无滑移边界，密度保持恒定不变，为 ρ = 1.0 kg/m
3
，进口宽

度为 2d = 2，整个管道的宽为 2D = 4，其上下管道都足够长 (这里取 30)，出口边界采用

充分发展条件，试确定管道中流体的速度分布与压力分布．

图 5: 算例 5二维图扩管示意图

边界条件：

对称线上：u = 0, ∂u
∂y

= 0；入口处：u, v为给定值；固体边界线上：u = v = 0；雷

诺数：Re = 200．

将求解区域进行剖分，网格数为 15 × 10，方程离散后的系数矩阵呈五对角状，非零

元素的个数为 1500，ε = 10−6, η ≤ 10−6．其 k = 5, m = 30．解得算例 5预处理后的矩

阵和没作预处理的矩阵，其最后一个压力残差与迭代次数和残差与迭代时间的关系，如

图 6所示．
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图 6: 算例 5中PWGMRES(30)和WGMRES(30)比较
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为了说明计算的效率，表 1给出上述五个算例所用的CPU时间及迭代的次数；

表 2给出了算例 5所用外迭代次数与CPU时间．

表 1: 所用的CPU时间及迭代次数

算例 算法 迭代次数 CPU(s)

算例 1
PWGMRES (m) 340 16.7739

WGMRES (m) 3121 77.4142

算例 2
PWGMRES (m) 776 62.7500

WGMRES (m) 2490 175.6090

算例 3
PWGMRES (m) 142 71.8600

WGMRES (m) 274 86.6250

算例 4
PWGMRES (m) 406 61.4060

SIMPLEC 1041 69.5150

算例 5中最后 PWGMRES (m) 18 0.3590

一个压力矩阵 WGMRES (m) 112 1.5150

表 2: 平行板突扩管网格数为 15× 10时算法的CPU比较

算法 1 外迭代次数 CPU(s)

PWGMRES (m) 94 191.3807

WGMRES (m) 94 223.7347

从以上五个数值算例的迭代次数和迭代时间分别与残差的关系图及CPU时间表比较

可看出，PWGMRES (m)算法收敛所需要的迭代次数以及CPU时间均比WGMRES (m)

算法的少，从而说明了所构造的算法的有效性．大量的例子表明：通常解大型稀疏对称

矩阵或块三对角矩阵时，预处理多项式 qk(z)次数 k的选择可以随意选择，但当取 k为 5–

15时收敛效果相对较好；解其它大型稀疏类型的矩阵时 k值不宜过大，这样会增加计算预

处理子的时间与运算量，有可能还会导致矩阵不收敛．

6 结结结论论论

本文我们利用多项式预处理技术对WGMRES (m)进行改进，得到PWGMRES (m)

较之WGMRES (m)有较好的收敛速度，同时也大大减少了运算量与运算时间，但如何选

取预处理多项式 qk(z)次数 k与权值 d使PWGMRES (m)收敛速度达到最优，目前我们建

议的值只是经验值．
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A Weighted GMRES Method Based on Polynomial Preconditioning

Generalized Minimal Residual Method
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Nationalities, Yinchuan 750021; 2- Research Institute of Numerical Computation

and Engineering Applications, Beifang University of Nationalities, Yinchuan 750021)

Abstract: Essai presented a weighted GMRES method (GMRES) by improving GMRES

method to solve nonsymmetric linear systems. The method has good convergence, but the

computation cost is increasing. In this paper, we propose an efficient polynomial precondi-

tioner based on WGMRES, and obtain a new algorithm. Numerical experiments indicate that

the new algorithm can considerably reduce the iterative steps and computation cost.

Keywords: polynomial preconditioning; weighted Arnoldi; weighted GMRES; iterative meth-
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