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à.ÆwÁ²ÚeÛe¿ ÁqÈ¤×

G = (V, E)
à6Æ¾Í¯ÃnÆ¾Ï¤È¤×«Æ�ÀfÄ°ÅrÇ°ÈnÉ²ÏnÈ6×«ÇdÀfÆ!Ø�Í¯Æ1×�É�ÀPÁqÂnÃ

ÌqÐ
D
Ò�ÇdÍ¯ÃEÌ�À¯Ç°Æ�ÈrÍPÁBÍ¯Ç°Ì�È

σ.
ÛlÄ�ÍfÃnÌ�Ï¤É�Ã

D
Ç°Ê¦Á�Ø�Å«Ø�Ä°Ç°Ø�á

G
Ë²Á?Å²Ø�Ì�ÈrÍfÁqÇ°È»Ø�Å«Ø�Ä°Æ!Ê!Ý;ó�Æ�Í

C
à6Æ

æ



b

c

d

e

g

a

f

h

i

j

k

l

m

n

b

c

d

e

g

a

f

h

i

j

k

l

m

n
σ(a, b) = −σ(b, a) = 1

σ(b, c) = −σ(c, b) = 1

. . .

σ(m, n) = −σ(n,m) = 1

�;ÇdÉ�ÏnÀfÆ�å�è�ÛßÚeÛe¿�ánÇdÍfÊ�ÏnÈ6×«Æ�ÀfÄdÅFÇ°ÈnÉ
ÏnÈ¤×«Ç°ÀfÆ!ØYÍfÆ!×»É�ÀPÁqÂnÃ�ÁqÈ6×EÌ�À¯Ç°Æ�ÈrÍfÁqÍ¯Ç°Ì�ÈªÝ

ú



b

c

d

e

g

a

f

h

i

j

k

l

m

n

�;ÇdÉ�ÏnÀfÆ�æ«èªÛ�ÊMÂ¤Á�ÈnÈnÇ°ÈnÉ�ÍfÀ¯Æ!Æ>ÙcÐÑÏ¤ÄdÄFÄ°ÇdÈnÆ1ÊfÜ�ÁqÈ¤×�ØPÃ¤Ì�ÀP×nÊ�ÙI×nÌqÍMÍfÆ!×wÄdÇ°ÈnÆ!ÊPÜXÐÑÌ�ÀªÍfÃnÆ_ÏnÈ6×«ÇdÀfÆ!Ø�Í¯Æ1×
É�ÀPÁqÂ¤ÃEÇ°ÈA�;Ç°É�ÏnÀfÆ
å�Ý

F
õ�Ã¤Ì�ÀP×nÊ �nÏnÈ6×nÁqË
Æ�ÈrÍPÁqÄ�õ�Å«Ø�Ä°Æ!Ê

F0 (b, d) {(b, d), (d, c), (c, b)}
F1 (d, e) {(d, e), (e, j), (j, k), (k, g), (g, f), (f, a), (a, b), (b, c), (c, d)}
F2 (g, h) {(g, h), (h, e), (e, j), (j, k), (k, g)}
F3 (e, i) {(i, e), (e, j), (j, i)}
F4 (m, n) {(m, n), (n, l), (l, k), (k, j), (j, i), (i, m)}

ê Á�ànÄ°Æ�å�è�õ�ÃnÌ�ÀP×nÊ¦ÁqÈ6×EÐÑÏ¤È¤×nÁqË
Æ!È�ÍPÁqÄªØ�ÅFØ�ÄdÆ1Ê�ÐÑÌ�À¦ÍfÃnÆ¾ÊMÂ6ÁqÈnÈnÇ°ÈnÉ�Í¯ÀfÆ�ÆbÇ°Èm��Ç°É�Ï¤À¯Æ¾æ«Ý

Í¯Ã¤Æ¦Ê¯Æ�Í�Ì�Ð6ÁqÄ°ÄnØ�Å«Ø�Ä°Æ!Ê;Ç°È
G
Ý ê ÃnÆ�<;=+<4>�3n2
3�<457o
* χC

Ì�Ð.Á'Ø�Å«Ø�Ä°Æ
C ∈ C

ÙÑÒ�ÇdÍ¯Ã²Ø�ÌFÌ�Àf×«Ç°È¤ÁqÍ¯Æ!Ê
χC(e)

á
e ∈ E

Ü�Ç§Ê�×«Æ�ï6ÈnÆ!×�àFÅ

χC(e) =

{

1
Ç�Ð

e ∈ C
0
ÇdÐ

e /∈ C
Ý

ê ÃnÆ�<;=+<;>�3p2q3�<;5Co�*�rs.1,+<�3©ÌqÐ G
Ç°ÊeÍ¯ÃnÆ©â�Æ1ØYÍ¯Ì�ÀlÊ¯Â¤Á�Ø�Æ¾ÌBâ�Æ!À

GF (2)
Ê¯Â¤Á�ÈnÈnÆ!×�àFÅ

χCÙ
∀C ∈ C

ÜYÝ�Û ÊMÆ�Í�Ì�Ð�Ø�Å«Ø�Ä°Æ!Ê
B = {B1, . . . , Bn} ⊆ C

Ç§Ê�Á�<4=+<;>�3pt�,qr6?�r'ÇdÐ
χB

Ù
∀B ∈ B

Ü
ÐÑÌ�ÀfË Á�à¤Á�ÊMÇ§Ê�ÐÑÌ�À¦ÍfÃnÆ¾Ø�Å«Ø�Ä°Æbâ�Æ1ØYÍ¯Ì�À�ÊMÂ¤Á�Ø�ÆbÌqÐ

G
Ý ê ÃnÆ!À¯Æ�ÐÑÌ�ÀfÆ�árÐÑÌ�À�Æ!â�Æ�ÀfÅ C ∈ C

á

χC =
∑

i=1,...,n

αiBi

Ò�ÇdÍ¯Ã�ÁBÍ�Ä°Æ!Á�ÊMÍ�Ì�ÈnÆ�È¤Ì�È«ðpä�Æ!À¯Ì�Ø�ÌFÆ4��Ø�Ç°Æ�ÈrÍ1Ý
óªÆ�Í

T
à6Æ�ÁìÊMÂ6ÁqÈnÈnÇ°ÈnÉìÐÑÌ�ÀfÆ!ÊMÍ
ÌqÐ

G
ÝÞÛ Ê¯Æ�Í²Ì�Ðvu�wKxy:�,
z�34x{5C,�>�<4=+<;>�34r

F
Ø!ÁqÈ¢à6Æ

Ø�Ì�È¤ÊMÍ¯ÀfÏ¤ØYÍfÆ!×�Á�Ê%ÐÑÌ�ÄdÄ°ÌBÒeÊ�è��nÌ�À�Æ!Á�ØPÃ
e = (u, v) /∈ T

Í¯ÃnÆ!À¯Æ�Ç§Ê�ÁbÏnÈ¤Ç°ërÏnÆeØ�ÅFØ�ÄdÆ�Ç°È
T ∪{e}ÙIÊ¯Æ�Æ��;Ç°É�ÏnÀfÆ�æ»Á�È¤× ê Á�ànÄ°Æ�å?ÜYÝ ñ Á�ØPÃ e

Ç°ÊwÁ^<�0Lo�*-:�ÌqÐ
G
Ò�ÇdÍ¯Ã ÀfÆ!Ê¯Â6Æ1ØYÍbÍ¯Ì

T
Ý²Û¨Ê¯Æ�Í

ÌqÐ>ÐÑÏnÈ¤×nÁ�Ë
Æ�ÈrÍfÁ�ÄeØ�Å«Ø�Ä°Æ!Ê²Ø�Ì�È¤ÊMÍ¯ÇdÍ¯Ï«ÍfÆ!Ê²Á Ø�Å«Ø�ÄdÆ�à¤Á�ÊMÇ§Ê�á�ÃnÌBÒ�Æ�â�Æ!À!á�Í¯ÃnÆ�Ø�Ì�ÈFâ�Æ!ÀfÊ¯ÆEÇ§Ê
ÈnÌqÍ
ÈnÆ1Ø�Æ!ÊfÊfÁqÀfÇdÄ°Å�Í¯ÀfÏnÆ�Ý ê ÃnÆEÌ�ÀfÇdÆ!È�ÍPÁBÍfÇdÌ�È�Ì�Ð�ÍfÃnÆEØPÃnÌ�Àf×¤Ê�ÂnÀfÌBârÇ§×«Æ²Á�È¤ÁqÍ¯ÏnÀPÁqÄ�×«ÇdÀfÆ!Ø�Í¯Ç°Ì�È Ç°ÈÒ�ÃnÇ§ØPÃ�ÍfÌ»ÍfÀfÁ?â�Æ�ÀPÊMÆ¾Í¯ÃnÆ�ÐÑÏnÈ¤×¤ÁqË
Æ�ÈrÍfÁ�Ä�Ø�Å«Ø�Ä°Æ!Ê!Ý�|`o
*6}j,�*-:�ÙÑÀfÆ!Ê¯ÂªÝdá�t/,�</~�}j,
*/:nÜ'Æ!×«É�Æ!Ê'Ç°È

�



F 0

4F3F

F 2

1F

0
s

1
s

2
s

3
s

4
s

s
5

6
s

8
s

9
s

7
s

�;ÇdÉ�ÏnÀfÆ'ú¤è ê Ã¤ÆlÐÑÏnÈ6×nÁqË
Æ�ÈrÍPÁqÄªØ�Å«Ø�ÄdÆ'ÃFÅrÂ.Æ�ÀfÉ�ÀPÁqÂ¤Ã�ÌqÐ�Í¯ÃnÆbÏnÈ¤×nÇdÀfÆ!Ø�Í¯Æ!×EÉ�ÀPÁqÂnÃ»ÇdÈA�;ÇdÉ�ÏnÀfÆåbÒ�Ç�ÍfÃ�À¯Æ1ÊMÂ.Æ!Ø�Í�ÍfÌ
Í¯ÃnÆ¾Ê¯Æ�Í�Ì�Ð�ÐÑÏnÈ6×nÁqË
Æ�ÈrÍPÁqÄªØ�Å«Ø�ÄdÆ1Ê¦ÇdÈ ê ÁqànÄ°Æ
å�Ý

� ÅFÂ.Æ�ÀfÆ!×«É�Æ ÛlÊfÊ¯ÌFØ�Ç°ÁqÍ¯Æ1×�Æ!×nÉ�Æ¾Ê¯Ïnà¤Ê¯Æ�Í¾Ù
si = si+ ∪ si−

Ü
s0 {(b, d)} ∅
s1 {(d, e), (a, b)} {(f, a), (g, f)}
s2 {(g, h), (h, e)} ∅
s3 {(i, e)} ∅
s4 {(m, n), (n, l), (i, m)} {(l, k)}
s5 {(b, c), (c, d)} ∅
s6 {(g, k)} ∅
s7 ∅ {(j, i)}
s8 ∅ {(e, j)}
s9 {(j, k)} ∅

ê ÁqànÄ°Æwæ«è ê ÃnÆ¾Æ1×«É�Æ¾Ê¯Ïnà¤Ê¯Æ�ÍPÊeÌqÐ%ÍfÃnÆ¾ÏnÈ¤×nÇdÀfÆ!Ø�Í¯Æ!×�É�ÀfÁ�ÂnÃ�ÇdÈ��;Ç°É�ÏnÀfÆ²åwÁ�Ê¯Ê¯Ì«Ø�Ç§ÁBÍ¯Æ1×�Ò�Ç�ÍfÃÆ!Á�ØPÃEÃFÅFÂ6Æ!À¯Æ1×«É�ÆbÌ�Ð�ÍfÃnÆbÃrÅFÂ.Æ�ÀfÉ�ÀPÁqÂnÃ»ÇdÈm�;Ç°É�ÏnÀfÆ�únÝ

Õ



Á�ÐÑÏnÈ¤×¤ÁqË
Æ�ÈrÍfÁ�Ä�Ø�ÅFØ�ÄdÆ»ÁqÀfÆ©ÍfÃnÌ�Ê¯Æ�Æ1×«É�Æ1Ê
(u, v) ∈ E

ÍfÃ¤ÁBÍ�ÁqÀfÆ²Ì�ÀfÇdÆ!È�ÍfÆ!×ìÒ�ÇdÍ¯Ã ÙÑÀfÆ!Ê¯ÂªÝ°á
ÁqÉrÁqÇ°È¤ÊMÍPÜ�Í¯ÃnÇ§Êe×«Ç°À¯Æ1ØYÍfÇdÌ�ÈªÝ

Û�u�wKxy:�,
z�34x{5C,�>j<4=+<;>�3�0K=/.L3;*M(+*-,/.10�Ì�Ð
G
Ò�Ç�ÍfÃ�ÀfÆ!Ê¯Â6Æ1ØYÍbÍ¯Ì

F
Ç§Ê'Í¯ÃnÆ
ÃFÅFÂ6Æ!À¯É�ÀfÁ�ÂnÃ

FCH(G,F)(F , E)
Ò�ÃnÆ!À¯Æ>Í¯Ã¤Æ>â�Æ�À¯Í¯Æ ò Ê¯Æ�Í�Ç§Ê

F
ánÁqÈ¤×EÒ�ÃnÆ�ÀfÆlÆ1Á�ØPÃ»ÃrÅFÂ.Æ�ÀfÆ!×«É�Æ

E ∈ E
Ç§Ê

Á¾Ë²Á ò Ç°Ë²ÁqÄ6ÈnÌ�È«ðpÆ�Ë
Â«ÍTÅ²Ê¯Ïnà¤Ê¯Æ�Í
E ⊆ F

Ê¯Ï¤ØPÃ²ÍfÃ¤ÁBÍ ⋂

F∈E F 6= ∅
Ý ñ Á�ØPÃ�ÃFÅFÂ6Æ!À¯Æ1×«É�ÆeÇ§Ê

Í¯Ã¤Æ�ÀfÆ�ÐÑÌ�ÀfÆbÁ�ÊfÊMÌ«Ø�Ç§ÁBÍfÆ!×»Ò�Ç�ÍfÃ�Á�Ê¯Ïnà¤Ê¯Æ�Í�Ì�Ð
G
ù Ê�Æ!×nÉ�Æ!ÊbÙ8ÊMÆ!Æ���Ç°É�Ï¤À¯Æ�ú
ÁqÈ¤× ê ÁqànÄ°Æwæ�ÜYÝ

� ���'"��^�V��"¦·%½�µ���� ·;¸����4"V�
Û�>�,�=+34*6?@xN('ÌqÐ

D
Ç°Ê�Á¦Â¤ÁqÀ¯Í¯ÇdÍ¯Ç°Ì�ÈbÌqÐ

V
Ç°ÈrÍ¯ÌeÊ¯Ïnà¤Ê¯Æ�ÍfÊ

L1, . . . , Lh

á?ÊMÏ6ØPÃ>ÍfÃ¤ÁBÍ�Ç�Ð
(u, v) ∈ A

á
Ò�ÃnÆ!À¯Æ

u ∈ Li

Á�È¤×
v ∈ Lj

á.Í¯Ã¤Æ�È
i > j

Ý ê Ã¤ÆBrs.L,�x ÌqÐ�Á�È�Æ!×«É�Æ (u, v)
Ò�Ç�ÍfÃ

u ∈ LiÁqÈ6×
v ∈ Lj

Ç§Ê
i− j

Ý ê Ã¤ÆlÄ§Á?Å�Æ�ÀfÇ°ÈnÉ�Ç°Ê�.y*/o/.134*�ÇdÐªÈnÌwÆ1×«É�ÆlÃ¤Á�Ê�ÊMÂ6ÁqÈ²É�ÀfÆ!ÁqÍ¯Æ!À�Í¯Ã¤Á�È�Ì�È¤Æ�Ý
ê ÃnÇ§Ê>Ø!ÁqÈ�à.Æ©Á�ØPÃnÇ°Æ�â�Æ1×�àFÅ�Á�×n×«Ç°ÈnÉ�:�wKz�zp=kx�oE:�36r
ÁqÄ°Ì�ÈnÉEÆ!×«É�Æ!ÊeÒ�Ã¤Ì�Ê¯ÆwÆ!×nÉ�ÆwÊ¯Â¤ÁqÈíÇ°ÊÉ�ÀfÆ!ÁqÍ¯Æ!À_ÍfÃ¤ÁqÈ�Ì�È¤Æ�Ý

ÛßÈ¤ÁqÍ¯ÏnÀPÁqÄªÒ¦Á?Å�ÍfÌ�×«Æ�ï6ÈnÆwÁ²Ä§Á?Å�Æ!À¯Ç°ÈnÉ�Ç°ÊlàrÅ�Á
ÐÑÏnÈ¤Ø�Í¯Ç°Ì�È�ÍfÃ¤ÁBÍlË²Á�Â¤ÊeÆ1Á�ØPÃ�ÈnÌ«×«Æ�Í¯Ì
ÁqÈ�Ç°È�ÍfÆ�É�Æ�À�ÀfÆ�ÂnÀfÆ!Ê¯Æ�ÈrÍ¯Ç°ÈnÉ©Í¯ÃnÆ�Ä§Á?Å�Æ!À!á

L : V → Z

ÁqÈ6×»ÊfÁBÍfÇ°ÊMï¤Æ!Ê�ÍfÃnÆbÐÑÌ�Ä°Ä°ÌBÒ�ÇdÈnÉ
Ø�Ì�È¤ÊMÍ¯ÀPÁqÇ°È�ÍPÊ�è

L(u) > 0, ∀u ∈ V
ÙMå1Ü

L(u) −L(v) > 0, ∀(u, v) ∈ A.
Ù8æ�Ü

ê ÃnÆ�ÄdÌ«Ø�ÁqÍ¯Ç°Ì�È�ÌqÐ�ÍfÃnÆ²×«ÏnË
ËwÅ�ÈnÌ«×«Æ1ÊbÁqÀfÆwÇ°Ë�Â¤ÄdÇ§Ø�ÇdÍTÅí×«Æ�ï¤ÈnÆ!×íàFÅ L
éªÇdÐ

(u, v) ∈ AÍ¯Ã¤Æ�È�Í¯ÃnÆ!À¯Æ�Á�À¯Æ
L(u) −L(v) − 1

×«ÏnË
ËwÅ»ÈnÌ«×«Æ!Ê�Á�ÄdÌ�ÈnÉ�Í¯ÃnÆ¾Á�ÀfØ
(u, v).

ê ÃnÆ�ÀfÆ²Ç§Ê¾ÁqÈ�ÁqÄdÍ¯Æ!À¯È6ÁBÍ¯Ç°â�Æ�Ò¦Á?Å�Í¯Ì�×«Æ�ï¤ÈnÆ�Á�Ä§Á?Å�Æ!À¯Ç°ÈnÉ»Í¯Ã¤ÁqÍ¾Æ ò ÂnÄ°Ç°Ø�Ç�ÍfÄdÅ�ÄdÌ«Ø�ÁqÍ¯Æ1ÊbÍ¯ÃnÆ×«ÏnË
Ë©Å�ÈnÌ«×«Æ!Ê!á
L′ : E → Z.

ê ÃnÆ²×«Ì�Ë²Á�ÇdÈíÐÑÌ�À'Í¯ÃnÇ§Ê>ÐÑÏnÈ¤Ø�Í¯Ç°Ì�ÈìÇ°Ê'ÍfÃnÆ²ÊMÆ�Í'Ì�Ð_ÏnÈ¤×«Ç°ÀfÆ!ØYÍfÆ!×�Æ!×«É�Æ!Ê'Ç°È G
Ý ê Ã¤Æ
×nÇ�Ðcðï6Ø�ÏnÄ�ÍTÅ¢ÈnÌBÒ Ä°ÇdÆ1ÊEÇ°È5×«Æ�Í¯Æ�ÀfË
ÇdÈ¤ÇdÈnÉ Ò�Ã¤ÁBÍ�Ø�Ì�È6ÊTÍfÀfÁ�ÇdÈrÍfÊ

L′
ËwÏ¤ÊMÍ�ÊfÁBÍfÇ°ÊMÐÑÅ�Ç°È Ì�Àf×«Æ!À²Í¯Ì

ÀfÆ�ÂnÀfÆ!Ê¯Æ�ÈrÍ�Á©Â¤À¯Ì�Â6Æ!À�Ä°Á?Å�Æ�ÀfÇdÈnÉ6Ý�ãìÆ�Ç°È�ÍfÀ¯Ì«×«Ï6Ø�Æ'Í¯ÃnÆ�È¤ÌqÍ¯Ç°Ì�È�ÌqÐ%Ámt/,�>�,
x�<�3/:�Ø�Å«Ø�Ä°Æ'Ç°È�Í¯ÃnÆ
ÏnÈ¤×nÆ�ÀfÄdÅFÇ°ÈnÉ
ÏnÈ¤×«Ç°À¯Æ1ØYÍfÆ!×»É�ÀPÁqÂnÃªÝ

L′
à¤ÁqÄ§ÁqÈ6Ø�Æ!Ê�Á
Ø�ÅFØ�ÄdÆ

C
ÇdÈ

G
Ç�Ð

∑

e=(u,v)∈E

χC(e)σ(u, v) (1 + L′(e)) = 0,

Ò�ÃnÆ!À¯Æ©Í¯ÃnÆ²Æ1×«É�Æ1Ê
(u, v) ∈ E

ÁqÀfÆwÍfÀfÁ?â�Æ�ÀPÊMÆ1×�Ç°È Á�ÈìÁ�À¯à¤Ç�ÍfÀfÁ�À¯Å�×«Ç°À¯Æ1ØYÍfÇdÌ�ÈìÁ�À¯Ì�ÏnÈ¤×�ÍfÃnÆ
Ø�Å«Ø�ÄdÆ�Ý

���
�1�j�y�����E�M�{�v� � u
L′

t�,
>�,�xy<�34rA,
x{=9r;3;5¡oZu¢u�wKxy:�,
z�34x{5C,�>£<;=+<;>�36r�?@x
G ¤ 5@0134x¥?@5t�,
>�,�xy<�34r�,�>@>l5�0L3p<4=+<;>�34r�?@x

G ¦§ *-o�oZu ¦ óªÆ�Í F = {F1, . . . , Fm}
à.Æ©ÁqÈFÅ�ÊMÆ�Í>ÌqÐ�à¤Á�Ä°Á�È¤Ø�Æ1×�ÐÑÏnÈ¤×nÁ�Ë
Æ�ÈrÍfÁ�Ä�Ø�Å«Ø�ÄdÆ1ÊeÇ°È

G
Ý ê ÃnÆ!À¯Æ�ÐÑÌ�ÀfÆ�á

∑

e=(u,v)∈E

χFi
(e)σ(u, v) (1 + L′(e)) = 0, i = {1, . . . , m},

¨



©kªM« �{�
����¬`­¯®B°6±�²4³q´Z³q´-µ/¶q·Z¸�¹4º6¸q·R»�¸6³
¼4�`��½`�+¾ Á�É�ÀPÁqÂ¤Ã

G = (V, E)
Á�È¤×�Á
ÊMÆ�Í¦Ì�Ð�ÐÑÏ¤È¤×nÁqË
Æ!È�ÍPÁqÄ�Ø�Å«Ø�Ä°Æ!Ê

F = {F1, . . . , Fm}¿ ½`�;��½`�+¾ Á©Â6ÁqÀ¯Í¯ÇdÍ¯Ç°Ì�È�ÌqÐ;Í¯ÃnÆ�Æ1×«É�Æ�Ê¯Æ�Í
S = {s1, . . . , sn}

À �y���;�E�q½ À � Á�u�wKxy:�,
z�34x{5C,�>{<4=+<;>�3�Á�3/:E(�3V?@xy<;?H:+3;xy<�3�Ë²ÁqÍ¯ÀfÇ ò Ì�Ð G Á�Ê�ÐÑÌ�ÄdÄ°ÌBÒeÊ




χF1

. . .
χFm





���1�q� Í¯Ã¤Æ Ø�Ì�ÄdÏnË
È¤Ê�Ï6ÊMÇ°ÈnÉCÀPÁ�×«Ç ò Ê¯Ì�À¯Í!ábÒ�ÃnÆ!À¯Æ�Æ1Á�ØPÃ Ø�Ì�Ä°ÏnË
È À¯Æ!ÂnÀfÆ!Ê¯Æ�ÈrÍfÊ�ÁÞànÇ°È¤Á�À¯Å
ÈFÏnËwà.Æ�À1áFÍ¯Ã¤Æ�ÀfÆ�àFÅ�É�ÀfÌ�Ï¤ÂnÇdÈ¤É©Ç§×«Æ�ÈrÍfÇ°Ø!ÁqÄªØ�Ì�ÄdÏ¤Ë�È6Ê¦Í¯Ì�É�Æ�ÍfÃnÆ�À
��ÂK�q�E�����H�y� Í¯ÃnÆ�Æ1×«É�Æ�Ê¯Æ�ÍeÇ°ÈrÍ¯Ì²ÊMÏ¤à¤ÊMÆ�ÍfÊ¦Ì�Ð;Ç§×«Æ�ÈrÍfÇ°Ø!ÁqÄªØ�Ì�ÄdÏ¤Ë�È6Ê�á

S = {s1, . . . , s}

Ò�ÃnÆ�ÀfÆ>Í¯ÃnÆ�Æ1×«É�Æ1Ê
e ∈ E

ÁqÀfÆeÍfÀfÁ?â�Æ�ÀPÊMÆ1×²ÇdÈ»Í¯Ã¤Æb×nÇdÀfÆ!Ø�Í¯Ç°Ì�ÈEÇ§×«Æ!È�ÍfÇ�ï6Æ!×�àFÅ
Í¯ÃnÆbÌ�ÀfÇ°Æ�È«ð
ÍfÁqÍ¯Ç°Ì�È�ÌqÐ;Í¯ÃnÆ�à¤ÀfÁ�È¤ØPÃnÆ!Ê�Ì�Ð�Í¯Ã¤Æ¾ÊMÂ¤Á�ÈnÈnÇ°ÈnÉ�Í¯ÀfÆ�ÆbÏ¤Ê¯Æ!×»Í¯Ì²Ø�Ì�È¤ÊMÍ¯ÀfÏ¤ØYÍ

F
Ý

óªÆ�Í
C
à.Æ¾ÁqÈFÅ�Ø�Å«Ø�Ä°Æ'ÇdÈ

G
Ý ê ÃnÆbÇdÈ6Ø�Ç§×«Æ�È¤Ø�Æbâ�Æ!Ø�Í¯Ì�À�Ì�Ð C

Ç°Ê¦Ê¯Ì�Ë
ÆbÄdÇ°ÈnÆ!Á�À�Ø�Ì�Ë©ànÇ°È¤ÁBÍfÇdÌ�È
ÌBâ�Æ!À

GF (2)
ÌqÐ;Í¯ÃnÆ¾Ø�Å«Ø�Ä°Æ!Ê¦Ç°È

F
áFÍ¯Ã¤Æ�ÀfÆ�ÐÑÌ�ÀfÆ�á

χC =

m
∑

i=1

λiχFi

Ê¯Ï¤ØPÃEÍfÃ¤ÁBÍlÁqÍ�ÄdÆ1Á�ÊMÍ¦Ì�ÈnÆ
λi

Ç°Ê�È¤Ì�È«ðpä�Æ!À¯Ì6Ý%ÎFÌ6á
∑

e=(u,v)∈E

χC(e)σ(u, v) (1 + L′(e))

=
∑

e=(u,v)∈E

m
∑

i=1

λiχFi
(e)σ(u, v) (1 + L′(e))

= λi

m
∑

i=1

∑

e=(u,v)∈E

χFi
(e)σ(u, v) (1 + L′(e))

= λi

m
∑

i=1

(0) = 0.

�

õ�ÄdÆ1ÁqÀfÄdÅ�á«Ç�Ð�ÁqÄ°ÄXÍ¯Ã¤Æ¾Ø�Å«Ø�Ä°Æ!Ê¦Ç°È
G
Á�À¯Æ'à¤ÁqÄ§ÁqÈ6Ø�Æ!×ªáFÍ¯ÃnÆ!È

D
Ç§Ê�ÂnÀfÌ�Â.Æ�ÀfÄdÅ²Ä§Á?Å�Æ!À¯Æ1×9Ý

L′
ÊMÂ.Æ!Ø�Ç�ï6Æ!Ê¦ÍfÃnÆ¾Ç°È¤×«Ç°ârÇ§×«Ï¤Á�Ä�Æ1×«É�Æ1Ê¦Í¯Ã¤ÁqÍ>ÁqÀfÆ¾Á�ÊfÊ¯ÇdÉ�ÈnÆ!×�×«ÏnË
ËwÅ�ÈnÌ«×«Æ1Ê�Ý � ÌBÒ�Æ�â�Æ�À1á

Í¯Ã¤Ç°Ê;Ø�Á�È¾à6Æ�É�Æ!ÈnÆ�ÀPÁqÄ°Ç°Ê¯Æ!×�Á�Ê9ÐÑÌ�ÄdÄ°ÌBÒeÊ�Ý�ã�Æ�Â¤ÁqÀ¯Í¯ÇdÍ¯Ç°Ì�ÈbÍfÃnÆ�Æ!×«É�Æ_ÊMÆ�Í�Ò�ÇdÍ¯Ã©À¯Æ1ÊMÂ.Æ!Ø�Í�Í¯Ì'ÊMÌ�Ë
Æ
Ê¯Æ�Í�ÌqÐ.ÐÑÏnÈ¤×¤ÁqË
Æ�ÈrÍfÁ�Ä¤Ø�Å«Ø�ÄdÆ1Ê

F
ÊMÌ'ÍfÃ¤ÁBÍ�Æ1Á�ØPÃ
ÊMÏnà6ÊMÆ�Í�Ç°Ê�ÁbË²Á ò Ç°Ë²ÁqÄnÊ¯Æ�Í�Ì�Ð.Æ1×«É�Æ1Ê�ÊMÃ¤Á�À¯Æ1×

à.Æ�ÍTÒ�Æ�Æ�È�ÍfÃnÆwÊfÁqË
Æ¾ÊMÏ¤à¤ÊMÆ�ÍeÌqÐ
F
Ý ê ÃnÆ1ÊMÆ¾Á�À¯ÆbÍfÃnÆ¾Ê¯Á�Ë
Æ¾ÊMÏnà6ÊMÆ�ÍfÊ¦ÍfÃ¤ÁBÍ>Á�À¯Æ�Á�Ê¯Ê¯Ì«Ø�Ç§ÁBÍ¯Æ1×Ò�ÇdÍ¯Ã�Í¯ÃnÆ�ÃFÅFÂ.Æ�ÀfÆ!×«É�Æ!Ê�ÌqÐ;Í¯ÃnÆ'ÐÑÏnÈ6×nÁqË
Æ�ÈrÍPÁqÄ�Ø�ÅFØ�ÄdÆbÃFÅFÂ6Æ!À¯É�ÀfÁ�ÂnÃ

FCH(G,F)

Ý
óªÆ�Í

S = {s1, . . . , sn}
à6Æ�ÊMÏ¤ØPÃßÁÞÂ¤Á�ÀMÍfÇ�ÍfÇdÌ�ÈªÝ#�pÍìØ�ÁqÈ à.Æ ×«Æ�Í¯Æ�ÀfË
ÇdÈ¤Æ!×,Ï¤Ê¯ÇdÈnÉ

°6±�²4³q´Z³q´-µ/¶q·Z¸�¹4º6¸q·R»�¸6³ ÇdÈ
O(|E|2)

ÍfÇdË
Æ�Ý ê ÃnÆ�Ê¯Ïnà¤Ê¯Æ�Í�ÌqÐ¦Æ!×«É�Æ!ÊbÇ°È si ∈ S
Ø!ÁqÈìà6Æ
ÐÑÏ¤ÀMð

Í¯Ã¤Æ�À>×nÇdâFÇ§×«Æ!×íÇdÈrÍ¯Ì�ÍTÒ�Ì�É�À¯Ì�ÏnÂ¤Ê!á
si+

ÁqÈ¤×
si−

á6Í¯ÃnÌrÊMÆ©Â6Ì�ÇdÈrÍfÇdÈnÉEÇdÈ�Ì�ÈnÆw×nÇdÀfÆ!Ø�Í¯Ç°Ì�È�ÁqÈ6×

ç



Í¯Ã¤Ì�Ê¯Æ�Â.Ì�Ç°ÈrÍ¾ÇdÈ�Í¯Ã¤Æ²Ì�ÂnÂ.Ì�Ê¯Ç�ÍfÆ�×«Ç°À¯Æ1ØYÍ¯Ç°Ì�È�Ý�ãìÆ�ÁqÉrÁqÇ°È�×«ÇdöXÆ�ÀfÆ�ÈrÍ¯Ç§ÁBÍfÆ©ÍfÃnÆ!Ê¯Æ�Á�Ê'ÐÑÌ�À¯Ò¦ÁqÀP×
ÁqÈ6×
à¤Á�ØPÓFÒ¦ÁqÀP×wÆ1×«É�Æ1Ê�Ý%ÛeÈFÅ
×«ÏnË
ËwÅ�ÈnÌ«×«ÆlÁ�Ê¯Ê¯ÇdÉ�ÈnÆ!×©ÍfÌwÁbÐÑÌ�ÀfÒ¦ÁqÀP×»ÙIÀ¯Æ1ÊMÂªÝ°árà¤Á�ØPÓFÒ¦ÁqÀP×¤Ü
Æ!×nÉ�Æ�Ø�Á�È�à.Æ�Ë
ÌBâ�Æ1×¾ÍfÌ¾ÁqÈFÅ¾ÌqÍfÃnÆ�À%ÐÑÌ�À¯Ò¦ÁqÀP×�ÙÑÀfÆ!Ê¯ÂªÝdá�à¤Á�ØPÓFÒ¦ÁqÀP×¤ÜªÆ1×«É�Æ�Ò�ÇdÍ¯Ã¤ÇdÈ�Í¯Ã¤ÆlÊ¯Á�Ë
Æ
Æ!×nÉ�Æ�ÊMÏ¤à¤ÊMÆ�Í�Ò�ÃnÇdÄ°Æ¾ÊMÍ¯Ç°ÄdÄªÆ!È¤Ê¯ÏnÀ¯Ç°ÈnÉ�Í¯Ã6ÁBÍ¦Í¯ÃnÆbÐÑÏ¤È¤×nÁqË
Æ!È�ÍPÁqÄ�Ø�Å«Ø�Ä°Æ!Ê¦ÀfÆ�Ë²ÁqÇ°È»à6ÁqÄ§ÁqÈ¤Ø�Æ!×9Ý

ã�Æ�ÀfÆ�Â¤Ä°Á�Ø�Æ
L′
Ò�ÇdÍ¯Ã�ÍTÒ�Ì�ÐÑÏnÈ¤ØYÍfÇdÌ�È¤Ê!á

L′
+ : S → Z

Á�È¤×
L′
− : S → Z

Ò�ÃnÆ�ÀfÆ
L′

+(s)
Á�È¤×

L′
−(s)

ÁqÀfÆ²Í¯Ã¤Æ»ÈFÏnË©à6Æ!À©Ì�Ð>×«ÏnË
ËwÅ ÈnÌ«×«Æ1Ê©Á�Ê¯Ê¯Ç°É�ÈnÆ1×ìÍ¯Ì�Í¯ÃnÆ
Ê¯Ïnà¤Ê¯Æ�Í©Ì�ÐlÆ!×nÉ�Æ!Ê

s ∈ S
Ì�È�ÍfÃnÆ�ÐÑÌ�À¯Ò¦ÁqÀP×�ÁqÈ¤× à¤Á�ØPÓFÒ¦ÁqÀP×ìÆ!×«É�Æ!Ê©À¯Æ1ÊMÂ.Æ!Ø�Í¯Ç°â�Æ�Ä°Å�Ý ê ÃnÆÐÑÏnÈ¤Ø�Í¯Ç°Ì�È¤ÊlÁqÀfÆ'Ê¯ÏnàKÃTÆ1ØYÍ�Í¯Ì�ÍfÃnÆbÐÑÌ�Ä°ÄdÌBÒ�Ç°ÈnÉ²Ø�Ì�È¤ÊMÍ¯ÀPÁqÇ°È�ÍPÊ�è

∑

s∈S

γ(F, s)
(

|s+| − |s−| + L′
+(s) −L′

−(s)
)

= 0, ∀F ∈ F ,
Ù8ú�Ü

L′
+(s) = 0, ∀s ∈ S

Ê¯Ï¤ØPÃEÍfÃ¤ÁBÍ
s+ = ∅,

ÙH�rÜ
L′
−(s) = 0, ∀s ∈ S

Ê¯Ï¤ØPÃEÍfÃ¤ÁBÍ
s− = ∅,

Ù3Õ�Ü
L′

+(s) ≥ 0,L′
−(s) ≥ 0, ∀s ∈ S

Ù ¨ Ü
Ò�ÃnÆ�ÀfÆ

γ(F, s)
Ç§Ê_ÍfÃnÆ'Ì�ÀfÇdÆ!È�ÍPÁBÍfÇdÌ�È²ÌqÐªÍfÃnÆ>Æ1×«É�ÆbÊ¯Ïnà¤Ê¯Æ�Í

s
Ò�ÇdÍ¯Ã¤ÇdÈ»Í¯ÃnÆ>ÐÑÏnÈ¤×¤ÁqË
Æ�ÈrÍfÁ�Ä

Ø�Å«Ø�ÄdÆ
F
ÁqÈ6×�Ç§Ê'×nÆ�ï¤ÈnÆ1×íÁ�ÊlÐÑÌ�ÄdÄ°ÌBÒeÊ!è

γ(F, s) = 1
ÇdÐ

s ⊆ F
Á�È¤×�ÍfÃnÆ�ÐÑÌ�ÀfÒ�Á�Àf×�ÙIÀ¯Æ1ÊMÂªÝ

à¤Á�ØPÓrÒ¦ÁqÀP×¤ÜlÆ!×«É�Æ!ÊbÇ°È
s
Á�À¯Æ�ÐÑÌ�ÀfÒ¦ÁqÀP×�ÙIÀ¯Æ1ÊMÂªÝEà¤Á�ØPÓFÒ¦ÁqÀP×¤ÜeÆ1×«É�Æ1Ê�Ç°È

F
á
γ(F, s) = −1ÇdÐ

s ⊆ F
Á�È¤×�Í¯ÃnÆ�ÐÑÌ�ÀfÒ�Á�Àf×,ÙÑÀfÆ!Ê¯ÂªÝ,à¤Á�ØPÓFÒ¦ÁqÀP×¤Ü©Æ!×«É�Æ!Ê²Ç°È

s
Á�À¯Æ�à6Á�ØPÓFÒ�Á�Àf×=ÙÑÀfÆ!Ê¯ÂªÝ

ÐÑÌ�ÀfÒ¦ÁqÀP×¤Ü¦Æ!×nÉ�Æ!Ê>Ç°È
F
áªÁqÈ6×

γ(F, s) = 0
Ç�Ð

s 6⊆ F
Ý ê Ã¤ÆwÐÑÏnÈ6ØYÍ¯Ç°Ì�È γ(s, F )

×nÆ�ï¤ÈnÆ1Ê>Á
u�wKxy:�,
z�34x{5C,�>`<;=+<4>�3�ÁV3�:;(
3Ir6w1t4r;345v?@xy<;?H:+3;xy<�3�z�,�5M*6?Ä8�ÌqÐ

D
Ý

Å%PRQ Æ�ÇVYÉÈ�Ê¡Ë¯dVÌ�Í1g�fnWZ]�iLÎZÌjbn_
¿bÁqÈ6ÊMÈnÆ!À�Æ�Í�Á�Ä8Ý¦Ô úBÖXÐÑÌ�ÀfËwÏnÄ§ÁBÍfÆ!×
ÍfÃnÆ'Ä°Á?Å�Æ�ÀfÇdÈnÉ�Â¤À¯Ì�ànÄdÆ!Ë÷Á�Ê�ÁqÈB�Tó�ô à¤Á�ÊMÆ1×²Ì�È

L
Ò�Ã¤Æ�ÀfÆ

Í¯Ã¤Æ�Ì�àKÃTÆ1ØYÍ¯Ç°â�Æ>ÐÑÏnÈ¤Ø�Í¯Ç°Ì�È�Ç§Ê�è

min
∑

(u,v)∈A L(u) −L(v)

ÊMÏ¤àKÃTÆ!Ø�Í�Í¯Ì�ÙTå?ÜYá�Ù3æ�Ü¦ÁqÈ6×EÇ°ÈrÍ¯Æ�É�ÀfÁ�ÄdÇdÍTÅ�Ø�Ì�È¤ÊMÍ¯ÀPÁqÇ°È�ÍPÊ�Ì�È�ÁqÄ°ÄXÍ¯ÃnÆ�âBÁ�À¯Ç§ÁqànÄ°Æ!Ê!Ý
ÛeÈ�ÁqÄdÍ¯Æ!À¯È6ÁBÍ¯Ç°â�Æ��Tó�ô�ÐÑÌ�À¯Ë©ÏnÄ§ÁBÍ¯Ç°Ì�È»à¤Á�Ê¯Æ!×»Ì�È

L′
+

ÁqÈ6×
L′
−

Ç°Ê!è

min
∑

s∈S L′
+(s) + L′

−(s)

ÊMÏ¤àKÃTÆ!Ø�Í�Í¯Ì�ÙIúrÜYá�ÙH�rÜYá�Ù8Õ�Ü�á�Ù ¨ Ü�ÁqÈ¤×�Ç°È�ÍfÆ�É�ÀfÁ�ÄdÇdÍTÅ�Ø�Ì�È¤ÊTÍfÀfÁ�ÇdÈrÍPÊ�Ì�È�Á�ÄdÄªÍ¯ÃnÆ�âBÁqÀfÇ§ÁqànÄ°Æ!Ê!Ý
ê ÃnÆ�Ø�Ì�È6ÊTÍfÀfÁ�ÇdÈrÍ¾Ë²ÁBÍfÀ¯Ç ò ÌqÐeÌ�Ï¤ÀwÐÑÌ�À¯Ë©ÏnÄ°ÁqÍ¯Ç°Ì�Èªá%Ä°ÇdÓ�Æ�ÍfÃ¤ÁBÍ�ÌqÐ>¿bÁqÈ6ÊMÈnÆ!ÀwÆ�Í
Á�Ä8Ý�Ô úqÖ3áÃ¤Á�Ê�Á©ÂnÀfÌ�Â.Æ�À¯ÍTÅ
ÓrÈ¤ÌBÒ�È»Á�Ê¢57o
57,
>XwKx{?@z�o�:
wK>�,�*6?@5M=BÝ�Û,Ë²ÁBÍfÀ¯Ç ò Ç§Ê_ÍfÌqÍPÁqÄ°ÄdÅ²ÏnÈ¤ÇdË
Ì«×«ÏnÄ§ÁqÀ�ÇdÐ

ÁqÈ6×�Ì�È¤ÄdÅ²ÇdÐ�Æ!â�Æ�ÀfÅ²ÊMÏ¤ànË²ÁBÍ¯ÀfÇ ò Ã¤Á�Ê¦×«Æ�Í¯Æ�ÀfË
ÇdÈ6ÁqÈrÍ
0
á
1
á«Ì�À

−1
Ý ê ÃnÇ§Ê�Æ!È¤Ê¯ÏnÀ¯Æ1Ê�Í¯Ã¤ÁqÍ�ÍfÃnÆØ�Ì�À¯ÀfÆ!Ê¯Â.Ì�È¤×«Ç°ÈnÉ�ÀfÆ�Ä§Á ò Æ1×�ÄdÇ°ÈnÆ!Á�ÀbÂnÀ¯Ì�É�ÀPÁqË�Ã¤Á�Ê'Ç°È�ÍfÆ�É�ÀfÁ�Ä�Ê¯Ì�Ä°Ï«Í¯Ç°Ì�È¤ÊbÁ�È¤×�Ø�Á�Èíà.Æ�Ê¯Ì�Ä°â�Æ1×

Ç°È�Â.Ì�Ä°ÅFÈnÌ�Ë
Ç§ÁqÄ.Í¯Ç°Ë
Æ�Ý

Ï
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m
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m

n

Ð û�ÑXmFUYS1ÿYKMhIQ��nNfQ8übm«NTg�KMOI]^S?ÿ

��Ç°É�Ï¤À¯Æ¢�¤è�Ú>Ç�öXÆ�ÀfÆ�ÈrÍeÄ§Á?Å�Æ!À¯Ç°ÈnÉ�Ê�ÌqÐ;Í¯Ã¤Æ�É�ÀPÁqÂnÃ»ÇdÈm�;ÇdÉ�ÏnÀfÆ�å�Ý

Ó Ô ¹'Õn�wµw¶�����"£&

ÖVPRQ ×ØdV]�gJÎ-W7TÙÌ�ÚkÊ¡]XTjYÛÍ{ÎRbVÜv_
Û ÊMÌ�ÄdÏ«ÍfÇdÌ�È�Ç°È�Í¯ÃnÆ©ÐÑÌ�ÀfË�ÌqÐ�ÐÑÏ¤È¤ØYÍfÇdÌ�È¤Ê

L′
+

Á�È¤×
L′
−

×«Æ!ÊfØ�ÀfÇ°à6Æ1Ê>Á�ÐIÁqË
ÇdÄ°Å�ÌqÐ�Ä§Á?Å�Æ!À¯Ç°ÈnÉrÊ
Ò�ÇdÍ¯Ã Í¯Ã¤ÆEÊ¯Á�Ë
Æ�ÈFÏnËwà.Æ�À¾Ì�Ðe×«ÏnË
ËwÅìÈnÌ«×«Æ!Ê!Ý ê ÃnÆ
ÐÑÌ�ÀfÒ¦ÁqÀP×ìÁ�È¤×ìà¤Á�ØPÓFÒ¦ÁqÀP×�×nÏnË
ËwÅÈnÌ«×«Æ1ÊeÁ�ÊfÊMÇ°É�È¤Æ!×EÍ¯Ì²Æ!Á�ØPÃ�Æ!×«É�Æ¾ÊMÏnà6ÊMÆ�ÍlØ�ÁqÈ�à.Æw×«Ç§ÊTÍfÀ¯Ç°ànÏ«ÍfÆ!×�Ç°È�ÁqÈFÅ�Ò¦Á?ÅEÁqË
Ì�ÈnÉ�ÊMÍ�Í¯ÃnÆ
ÐÑÌ�ÀfÒ¦ÁqÀP×¢Á�È¤×Cà¤Á�ØPÓFÒ�Á�Àf×¢Æ!×nÉ�Æ!ÊEÀ¯Æ1ÊMÂ.Æ!Ø�Í¯Ç°â�Æ!ÄdÅ¢Ò�Ç�ÍfÃnÇ°ÈCÍ¯Ã¤ÁqÍ�Æ1×«É�Æ�ÊMÏnà6ÊMÆ�Í!Ý Î«ÇdÈ¤Ø�Æ

mÇ°È¤×«Ç§ÊTÍfÇdÈnÉ�ÏnÇ§ÊMÃ¤Á�ànÄ°Æ»×«ÏnË
Ë©Å�ÈnÌ«×«Æ!Ê
Ø�Á�È�à.Æ�×«Ç§ÊMÍ¯ÀfÇdànÏnÍ¯Æ!× à6Æ�ÍTÒ�Æ!Æ�È
n
×«Ç§ÊTÍfÇdÈnÉ�ÏnÇ§ÊMÃ¤Á�ànÄ°Æ

Æ!×nÉ�Æ!Ê¦Ç°È (

m + n − 1
n − 1

) ×«Ç°ÊMÍ¯Ç°È¤Ø�ÍlÒ�Á?Å«Ê�Í¯Ã¤Æ�È�Á
ÊMÌ�ÄdÏ«ÍfÇdÌ�È�×nÆ�ï¤ÈnÆ1Ê

∏

s∈S

(

L′
+(s) + |s+| − 1

|s+| − 1

) (

L′
−(s) + |s−| − 1

|s−| − 1

)

×«Ç§ÊTÍfÇdÈ6ØYÍ%Ä°Á?Å�Æ�ÀfÇdÈnÉrÊ�Ý��nÀfÌ�Ë,Í¯ÃnÇ§Ê�ÐIÁqË
Ç°ÄdÅ�Ì�Ð¤Ä°Á?Å�Æ�ÀfÇdÈ¤É�Ê!á!Ò�Æ�Ø!ÁqÈwØPÃnÌFÌrÊMÆ�Ì�ÈnÆ_Í¯Ã¤ÁqÍ%ÊfÁBÍfÇ°ÊMï¤Æ!Ê
ÌqÍfÃnÆ�À>ÂnÀfÆ�ÐÑÆ�ÀfÆ�È6Ø�Æ!Ê!Ýn�¤Ì�À>Æ ò ÁqË
ÂnÄ°Æ�áXÇdÐ�Á²Ï¤Ê¯Æ�À'Ò�Á�ÈrÍ¯Æ!×�ÁEÂ¤ÁqÀ¯Í¯Ç§Ø�Ï¤Ä°Á�ÀlÆ!×nÉ�Æ

e ∈ s
Í¯Ì»à6Æ

Á�ÊwÊMÃnÌ�ÀMÍwÁ�Ê�Â.Ì�ÊfÊMÇ°ànÄ°Æ�Ò�Ç�ÍfÃnÇ°È Í¯ÃnÆ�Ø�Ì�Ènï¤ÈnÆ!Ê¾ÌqÐeÁ�Ë
ÇdÈnÇ°ËwÏ¤Ë$×nÏnË
ËwÅìÈnÌ«×«ÆEÊ¯Ì�Ä°Ï«Í¯Ç°Ì�Èªá
Ò�Æ�Ø�Ì�ÏnÄ§×íË
ÌBâ�ÆwÍfÃnÆ�×«ÏnË
ËwÅíÈnÌ«×«Æ!Ê'ÐÑÀfÌ�Ë

e
Í¯Ì�ÌqÍfÃnÆ�ÀbÆ!×nÉ�Æ!Ê'Ì�Ð�ÍfÃnÆ²Ê¯Á�Ë�Æ²×«Ç°ÀfÆ!ØYÍfÇdÌ�È

Ò�ÇdÍ¯ÃnÇ°È
s
Ý

ÖVPMO ÆpÍL]�b�_
Ú�Ì�Í1gJÎRb�ÜÞÝ%ÌjWRfViKÎRÌjb�_
�pÐ_Ò�Æ©Ä§Á?Å�Æ!ÀeÍfÃnÆ©É�ÀfÁ�ÂnÃ�Ç°ÈD�;Ç°É�ÏnÀfÆEå�Ò�Ç�ÍfÃ�ÍfÃnÆ©Ë
Ç°ÈnÇ°ËwÏnËøÈFÏnË©à6Æ!À>Ì�Ð�×«ÏnË
Ë©Å�ÈnÌ«×«Æ!Ê
ÙIÊ¯Æ�Æ¢�;ÇdÉ�ÏnÀ¯Æn��ÁrÜ�àFÅ²ÊMÌ�ÄdâFÇ°ÈnÉ�Í¯Ã¤Æn�Tó�ô�Áqà.ÌBâ�Æ�á�ÍfÃnÆb×«ÏnË
ËwÅ
ÈnÌ«×«Æ1Ê�Á�À¯Æ>Á�ÊfÊMÇ°É�ÈnÆ1×�Í¯Ì©Í¯ÃnÆ
Æ!×nÉ�Æ�ÊMÏ¤à¤ÊMÆ�ÍfÊ

s0, s3
Á�È¤×

s6
Á�Ê�ÐÑÌ�Ä°ÄdÌBÒeÊ!è

L′
+(s0) = 1,

L′
+(s3) = 1,

ÁqÈ¤×
L′

+(s6) = 1.

ß



s0 s1 s2 s3 s4 s5 s6 s7 s8 s9

F0
å à à à à ðPå à à à à

F1
à å à à à å ðPå à å å

F2
à à å à à à ðPå à å å

F3
à à à å à à à å å à

F4
à à à à å à à å à ðfå

ê ÁqànÄ°Æ»ú¤è�Û÷ÐÑÏnÈ6×nÁqË
Æ�ÈrÍPÁqÄ�Ø�Å«Ø�Ä°Æ�ðbÆ!×nÉ�Æ»Ê¯Ïnà¤Ê¯Æ�Í�ÇdÈ6Ø�Ç§×«Æ�È¤Ø�Æ»Ë²ÁqÍ¯ÀfÇ ò ÌqÐ�ÍfÃnÆ�×«ÇdÀfÆ!Ø�Í¯Æ1×
É�ÀPÁqÂ¤ÃEÇ°ÈA�;Ç°É�ÏnÀfÆ
å�Ý

ÎFÇ°Ë�Ç°Ä§ÁqÀfÄdÅ�áqÇ�Ð9Ò�Æ¦Ä°Á?Å�Æ�À;Í¯ÃnÆ�É�ÀfÁ�ÂnÃwÏ6ÊMÇ°ÈnÉ'Í¯ÃnÆeó�Ì�ÈnÉ�Æ!ÊMÍ�ô%ÁqÍ¯Ã²ÁqÄ°É�Ì�À¯ÇdÍ¯Ã¤Ë÷ÙIÊ¯Æ�ÆV�;ÇdÉ�ÏnÀfÆ
�6ÙIà6ÜMÜ�á?Í¯ÃnÆ¦×«ÏnË
Ë©Å�ÈnÌ«×«Æ!Ê%ÁqÀfÆ�Á�Ê¯Ê¯Ç°É�ÈnÆ1×'Í¯Ì>Í¯ÃnÆ�Æ!×«É�Æ�Ê¯Ïnà¤Ê¯Æ�ÍPÊ

s0
á
s3
ÁqÈ6×

s8
Á�ÊªÐÑÌ�ÄdÄ°ÌBÒeÊ�è

L′
+(s0) = 1,

L′
+(s3) = 2,

ÁqÈ¤×
L′
−(s8) = 1.

�pÍ�Ç°Ê»Â6ÌrÊ¯Ê¯Ç°ànÄdÆ�Í¯ÌÞÊ¯ÇdË©ÏnÄ�ÍPÁqÈnÆ!Ì�Ï¤Ê¯Ä°ÅÞÁ�×n× Á�È¤× ÀfÆ�Ë
ÌBâ�Æ�Ø�Æ�À¯ÍfÁ�ÇdÈ=Ø�Ì�Ë©ànÇ°È¤ÁBÍfÇdÌ�È¤ÊEÌ�Ð
×«ÏnË
Ë©Å>ÈnÌ«×«Æ1Ê9ÍfÌlÁqÈFÅ>Ê¯Ïnà¤Ê¯Æ�Í�ÌqÐ

S
ÐÑÌ�À�Ò�Ã¤Ç°ØPÃbÍfÃnÆ_Ø�Ì�À¯ÀfÆ!Ê¯Â.Ì�È¤×«Ç°ÈnÉ¦ËwÏ¤Ä�ÍfÇ°Ê¯Æ�Í�Ì�ÐnØ�Ì�Ä°ÏnË
È¤Ê

Ç°È»ÍfÃnÆbÐÑÏnÈ¤×¤ÁqË
Æ�ÈrÍfÁ�ÄªØ�Å«Ø�Ä°Æbð�Æ!×nÉ�Æ�ÊMÏ¤à¤ÊMÆ�ÍeÇdÈ6Ø�Ç§×«Æ�È¤Ø�Æ�Ë²ÁBÍ¯ÀfÇ ò ÁqÀfÆbÄdÇ°ÈnÆ!Á�À¯Ä°Å�×«Æ!Â6Æ!È¤×«Æ�ÈrÍ
ÌBâ�Æ!À

GF (3)
Ê¯Ì�Í¯Ã6ÁBÍ¾ÍfÃnÆ�ÐÑÏnÈ6×nÁqË
Æ�ÈrÍPÁqÄ�Ø�Å«Ø�Ä°Æ!Ê�ÀfÆ�Ë²ÁqÇ°È à¤ÁqÄ§ÁqÈ6Ø�Æ!× Á�È¤×ìÍ¯ÃnÆEÄ°Á?Å�Æ�ÀfÇdÈnÉ

ÂnÀfÌ�Â.Æ�À1Ý ÎFÏnÂnÂ.Ì�Ê¯Æ
{s′0, . . . , s

′
k}

Ç°Ê�Ê¯Ï¤ØPÃ Á�Ê¯Ïnà¤Ê¯Æ�Í!áeÍ¯ÃnÆ!ÈCÍ¯ÃnÆ!À¯ÆíÆ ò Ç°ÊMÍfÊ�Ê¯Ì�Ë
Æ
λi ∈

{−1, 0, 1}
Ù
i = 0, . . . , k

Ü¦ÊMÏ¤ØPÃ»Í¯Ã6ÁBÍ

λ0s
′
0 + . . . + λks′k = 0

ÙIÁ�Ê�×nÆ�ï¤ÈnÆ1×�àrÅ�Í¯ÃnÆ¾Ø�Ì�Ä°ÏnË
È¤Ê�Í¯ÃnÆ!ÅEÄ§Áqà.Æ�ÄcÜ
,

ÁqÈ¤×�ÁBÍbÄdÆ1Á�ÊMÍ>Ì�ÈnÆ
λi

Ç°Ê>ÈnÌ�È«ð3ä!Æ�ÀfÌ¤Ý'ã�Æ²Ø!ÁqÈ ÙIÀ¯Æ!Â6Æ1ÁBÍ¯Æ1×«Ä°Å«ÜlÂ.Æ�À¯ÐÑÌ�ÀfË Æ!Ç�ÍfÃnÆ�ÀbÌ�Ð�Í¯ÃnÆ
ÐÑÌ�Ä°Ä°ÌBÒ�ÇdÈnÉ�Í¯ÀPÁqÈ¤ÊMÐÑÌ�ÀfË²ÁBÍ¯Ç°Ì�È6Ê�á.Á�ÊfÊMÏnË
Ç°ÈnÉ²ÍfÃnÆ�ÀfÆ©Á�À¯ÆwÊ¯ÏK��Ø�Ç°Æ�ÈrÍ�×«ÏnË
ËwÅ�ÈnÌ«×«Æ1ÊlÌ�È�Æ!Á�ØPÃ
Æ!×nÉ�Æ�ÊMÏ¤à¤ÊMÆ�ÍeÁqÈ¤×�Æ!×nÉ�Æ!Ê¦Ç°È»Í¯ÃnÆ¾Á�ÂnÂnÀfÌ�ÂnÀfÇ°ÁqÍ¯Æb×«Ç°À¯Æ1ØYÍ¯Ç°Ì�È6Ê�è

•
ñ Ç�ÍfÃnÆ�À

L′
+(s′i)+ = λi

Ì�À
L′
−(s′i)− = λi

Ù
i = 0, . . . , k

ÜYÝ

•
ñ Ç�ÍfÃnÆ�À

L′
+(s′i)− = λi

Ì�À
L′
−(s′i)+ = λi

Ù
i = 0, . . . , k

ÜYÝ

ê ÃnÆ�Ø�Ì�ÄdÏnË
È¤Ê�Ì�ÐªÍ¯ÃnÆ'ÐÑÏnÈ6×nÁqË
Æ�ÈrÍPÁqÄ9Ø�Å«Ø�Ä°Æ>ð%Æ1×«É�ÆbÊ¯Ïnà¤Ê¯Æ�Í¦ÇdÈ¤Ø�Ç°×nÆ�È¤Ø�Æ'Ë²ÁqÍ¯ÀfÇ ò ÌqÐ�Í¯ÃnÆ×«Ç°À¯Æ1ØYÍfÆ!×�É�ÀfÁ�ÂnÃ�Ç°Èá�;ÇdÉ�ÏnÀfÆ�åìÙIÊ¯Æ�Æ ê Á�ànÄdÆ�ú�Ü¾Ä°Á�à6Æ!ÄdÄ°Æ!× àFÅ Í¯ÃnÆ�Æ!×«É�Æ�Ê¯Ïnà¤Ê¯Æ�ÍPÊ s3
á
s6
á

ÁqÈ6×
s8
ÁqÀfÆ'Ä°Ç°ÈnÆ!Á�À¯Ä°Å»×«Æ!Â6Æ!È¤×«Æ!È�Í'ÌBâ�Æ!À

GF (3)
Ù8ÊMÇ°È¤Ø�Æ

s3 − s6 − s8 = 0
Ü�Ý ê Ã¤ÆwØ�ÌFÆ4�
ðØ�Ç°Æ�ÈrÍPÊ�×«Æ�ÍfÆ�ÀfË
ÇdÈnÆlÒ�ÃnÆ�ÍfÃnÆ�À�Ò�ÆeØ�Á�È²Á�×n×
Ì�À�À¯Æ!Ë�ÌBâ�Æ�×«ÏnË
ËwÅ�ÈnÌ«×«Æ!Ê�Í¯ÌbÍ¯Ã¤Æ�ÐÑÌ�ÀfÒ�Á�Àf×©Ì�À

à¤Á�ØPÓrÒ¦ÁqÀP×�Æ1×«É�Æ1Ê%ÇdÈ�Í¯Ã¤Æ�Æ!×«É�Æ¦Ê¯Ïnà¤Ê¯Æ�ÍPÊ�Ý��nÌ�À%Æ ò ÁqË
ÂnÄ°Æ�á�Ò�Æ�Ø�Á�ÈwÍfÀfÁ�È¤ÊMÐÑÌ�ÀfË Í¯ÃnÆeó�Ì�ÈnÉ�Æ!ÊMÍ
ô�ÁBÍfÃ©Ê¯Ì�Ä°Ï«Í¯Ç°Ì�ÈEÙ8ÊMÆ!Æv�;Ç°É�ÏnÀfÆj�.ÙÑà6Ü¯ÜªÇ°ÈrÍ¯Ì>Í¯ÃnÆ�Ë
ÇdÈnÇ°ËwÏ¤Ë ×«ÏnË
ËwÅ�ÈnÌ«×«ÆbÙIÊ¯Æ�Æ��;ÇdÉ�ÏnÀ¯Æv�6Ù8Á�ÜMÜ
Ê¯Ì�Ä°Ï«Í¯Ç°Ì�È�Á�Ê�ÐÑÌ�ÄdÄ°ÌBÒeÊ�è

• +s3 : â Æ�Ë
ÌBâ�Æ%Ì�ÈnÆ�ù ÐÑÌ�À¯Ò¦ÁqÀP×9ùY×«ÏnË
Ë©Å>ÈnÌ«×«Æ%ÐÑÀfÌ�Ë5Í¯ÃnÆ_Æ!×«É�Æ�ÊMÏnà6ÊMÆ�Í s3
Ù
L′

+(s3)− =
1
ÜYÝ

åEà



• −s6 :
Û�×¤×�Ì�ÈnÆEù ÐÑÌ�À¯Ò¦ÁqÀP×9ù¤×«Ï¤Ë�Ë©Å�ÈnÌ«×«Æ¾ÍfÌ²Í¯ÃnÆ©Æ!×«É�ÆwÊ¯Ïnà¤Ê¯Æ�Í

s6
Ù
L′

+(s6)− =
−1
ÜYÝ

• −s8 : â Æ�Ë
ÌBâ�Æ�Ì�ÈnÆ5ù à¤Á�ØPÓrÒ¦ÁqÀP×9ùe×«Ï¤Ë�Ë©Å ÈnÌ«×«Æ�ÐÑÀfÌ�Ë Í¯Ã¤Æ Æ!×nÉ�Æ Ê¯Ïnà¤Ê¯Æ�Í
s8Ù

L′
−(s8)+ = −1

ÜYÝ

ã ä ¸wµ»¼���º�&�½�¸¾µ�&
ãìÆ�Ã¤Á?â�Æ�×«Æ1Ê¯Ø�À¯Ç°à6Æ1×�Á©È¤Æ�ÒÉ�Tóªô¢ÐÑÌ�ÀfËwÏ¤Ä°ÁqÍ¯Ç°Ì�È»ÐÑÌ�ÀeÄ§Á?Å�Æ!À¯Ç°ÈnÉ©Á²×nÇdÀfÆ!Ø�Í¯Æ!×�Á�Ø�Å«Ø�Ä°Ç°Ø'É�ÀfÁ�ÂnÃ
Ò�ÇdÍ¯ÃìË�Ç°ÈnÇ°ËwÏnË�×«ÏnË
ËwÅ�È¤ÌF×nÆ!Êbà¤Á�ÊMÆ1×�Ì�ÈìÁ�ÊMÆ�Í'Ì�Ð_ÐÑÏnÈ¤×¤ÁqË
Æ�ÈrÍfÁ�Ä�Ø�Å«Ø�Ä°Æ!Ê'Ç°ÈíÍfÃnÆ
ÏnÈ«ð
×«Æ!À¯Ä°ÅFÇdÈnÉ�ÏnÈ6×«ÇdÀfÆ!Ø�Í¯Æ1×�É�ÀfÁ�ÂnÃªÝ²Û÷Ê¯Ì�Ä°Ï«Í¯Ç°Ì�È ×«Æ1Ê¯Ø�À¯Ç°à6Æ1Ê�Á�ÐIÁqË
Ç°ÄdÅ�ÌqÐ�Ä§Á?Å�Æ!À¯Ç°ÈnÉrÊ'Á�ÄdÄ_Ò�Ç�ÍfÃ
Í¯Ã¤ÆeË
ÇdÈnÇ°ËwÏ¤Ë ÈFÏnË©à6Æ!À�ÌqÐ9×«ÏnË
ËwÅ©ÈnÌ«×«Æ!Ê!á�Í¯ÃFÏ¤Ê�Á�ÄdÄ°ÌBÒ�ÇdÈ¤É>ÍfÃnÆlØ�Ì�È¤Ê¯Ç°×nÆ�ÀPÁBÍ¯Ç°Ì�È©ÌqÐ9ÌqÍfÃnÆ�À
ÁqÆ1ÊTÍfÃnÆ�ÍfÇ°Ø!Ê¦àFÅ»Ê¯ÃrÏLå
Ç°ÈnÉ�×«Ï¤Ë�Ë©ÅEÈnÌ«×«Æ1Ê�à.Æ�ÍTÒ�Æ�Æ�È�Æ1×«É�Æ1Ê¦ÇdÈ�Á
É�Ç°â�Æ!È�×nÇdÀfÆ!Ø�Í¯Ç°Ì�È�Ò�Ç�ÍfÃnÇdÈ
Í¯Ã¤Æ�ÊfÁqË
Æ�Æ!×nÉ�ÆíÊ¯Ïnà¤Ê¯Æ�Í1Ýßã�ÆìØ�ÁqÈ=ÁqÄ§ÊMÌ ÍfÀfÁ�È¤ÊTÐÑÌ�À¯Ë Ì�ÈnÆìÊMÌ�ÄdÏnÍ¯Ç°Ì�ÈCÇ°È�ÍfÌ ÁqÈ¤ÌqÍ¯Ã¤Æ�À�àFÅ
Á�×¤×«ÇdÈ¤É�Á�È¤×�ÀfÆ�Ë
ÌBâFÇdÈ¤ÉEØ�Æ!ÀMÍPÁqÇ°È�Ø�Ì�ËwànÇ°È¤ÁqÍ¯Ç°Ì�È¤Ê>ÌqÐ¦×«ÏnË
ËwÅ�ÈnÌ«×«Æ1ÊbÁ�Êb×«Æ�ÍfÆ�ÀfË
ÇdÈnÆ1×�àFÅ
Í¯Ã¤Æ¾Ø�ÌFÆ4��Ø�Ç°Æ�ÈrÍPÊ�ÌqÐ;Í¯ÃnÆ¾×nÆ�Â.Æ�È¤×«Æ!ÈrÍ>ÊMÏ¤à¤ÊMÆ�ÍfÊ¦Ì�Ð%Ø�Ì�Ä°ÏnË
È¤Ê�Ç°È»ÍfÃnÆ�ÐÑÏnÈ6×nÁqË
Æ�ÈrÍPÁqÄ�Ø�ÅFØ�ÄdÆ'ð
Æ!×nÉ�Æ�ÊMÏ¤à¤ÊMÆ�Í�ÇdÈ¤Ø�Ç°×nÆ�È¤Ø�Æ�Ë
ÁqÍ¯ÀfÇ ò ÌqÐ;Í¯ÃnÆ�×«Ç°À¯Æ1ØYÍfÆ!×�É�ÀPÁqÂnÃ�Ý

ã�Æ�Ã¤Ì�Â.ÆbÍ¯Ì²Ï¤Ê¯ÆbÍ¯ÃnÇ§Ê�Ò�Ì�ÀfÓ
Í¯Ì
ï¤È6×�Á
Ø�Ì�Ëwà¤ÇdÈ¤ÁqÍ¯Ì�À¯Ç§ÁqÄ9ÁqÄ°É�Ì�À¯ÇdÍ¯Ã¤Ë¨Í¯Ã¤ÁqÍlØ�Á�ÈEÍfÀfÁ�È¤ÊTð
ÐÑÌ�ÀfË Á�È�Á�À¯ànÇdÍ¯ÀPÁqÀfÅbÄ°Á?Å�Æ�ÀfÇdÈ¤É>Ç°ÈrÍ¯ÌbÌ�ÈnÆ¦Ò�ÇdÍ¯Ã�Í¯Ã¤Æ�Ë�Ç°ÈnÇ°ËwÏnË ÈFÏnËwà.Æ�À�Ì�ÐX×«Ï¤Ë�Ë©Å¾ÈnÌ«×«Æ1Ê�Ý
ÛlÊeÍ¯ÃnÆ©Ä°Á?Å�Æ�ÀfÇdÈ¤É�Ê¦Ç°È9�;ÇdÉ�ÏnÀ¯ÆI�»ÊMÃnÌBÒ�á6Ç�Í'Ç°ÊlÈnÌqÍ'ÊMÏK��Ø�ÇdÆ!È�Í>Í¯Ì�ÀfÆ�Ë
ÌBâ�Æ¾ÁqÄ°Ä�Ê¯ÏnÂ6Æ!ÀR�6ÏnÌ�Ï¤Ê
×«ÏnË
Ë©Å�ÈnÌ«×«Æ!ÊEÊMÇ°È¤Ø�Æ�Ò�Æ�Ë
Á?Å�ÁqÄ§ÊMÌ ÈnÆ!Æ!× Í¯Ì�Á�×¤×�×«Ï¤Ë�Ë©Å ÈnÌ«×«Æ1Ê�Í¯Ì�Ø�Æ�À¯ÍfÁqÇ°È¢Æ!×«É�Æ
Ê¯Ïnà¤Ê¯Æ�ÍfÊ¦Ç°È�Ì�ÀP×«Æ�À�ÍfÌ©ï6È¤×»Í¯ÃnÆ�Ë
Ç°ÈnÇdË©ÏnË�Ý

æ "£ç
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Ê!Ý ê <;57, � x�u4o
*6z�,
5s?H</,qá�å�è æ+à+àqínæ«å1úná¤å ß ç�æ«Ý
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Ý
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æqú�ànáXå ß�ß únÝ
Ô �qÖ�ô¤Ý î Ý%�>À¯Ä°ÇdÈ�Ý Û ÐIÁ�ÊMÍ¯Æ�À»ÊTÍfÀ¯Ì�ÈnÉ�Ä°Å�Â6Ì�ÄdÅFÈnÌ�Ë
Ç°Á�ÄeË
ÇdÈnÇ°ËwÏ¤Ë Ø�ÌrÊTÍ��6ÌBÒ�ÁqÄ°É�Ì�À¯ÇdÍ¯Ã¤Ë�Ý
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Ô^Õ?Ö�î
Ý�ÎFÏnÉ�ÇdÅrÁqË²Áná�Î9Ý ê Á�É�Á?Ò¦ÁnáBÁqÈ6×�ù�Ý ê Ì«×nÁ¤Ý{ù�Æ�Í¯ÃnÌ«×nÊ%ÐÑÌ�À�âFÇ°Ê¯Ï¤ÁqÄ«Ï¤È¤×«Æ�ÀPÊMÍfÁqÈ6×«ÇdÈ¤É'Ì�ÐÃnÇ°Æ�ÀPÁqÀPØPÃnÇ°Ø!ÁqÄ�Ê¯Å«ÊTÍfÆ�Ë²Ê!Ý �-ñjñ�ñ�ò */,
xLr;,�<45s?Ho
x1r£o�x�ó{=qr65C3;z�r ¤ ø ,
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